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SZIMMETRIA ES KONFIDENCIA

CSAJI BALAZS CSANAD

A cikkben attekintjiik az SPS (Sign-Perturbed Sums) becslési médszert,
amely a zaj szimmetridjat kihasznalva egzakt, nem-aszimptotikus konfiden-
cia tartomédnyokat tud konstrudlni regressziés modellek pontbecslései koré.

1. Bevezetés

Regressziés modellek becslése zajos megfigyelési adatokbdl (pl., idésorokbol)
fontos statisztikai probléma, amely szamos teriilten el6keriil, példdul a rendszer
identifikaciéban, jelfeldolgozdsban, gépi tanuldsban és a pénziigyi matematikaban.

A standard mdédszerek — példaul az elérejelzési hiba-, maximum likelihood-
és korrelaciés médszer [5] — tipikusan pontbecsléseket szolgaltatnak. Egy gyakor-
lati szempontbdl is fontos kérdés, hogy mennyire bizhatunk a kapott becslésben,
amelyre egy lehetséges valasz, hogy megadott valésziniiségl konfidencia tartomdnyt
épitiink a becslés koré. A klasszikus mddja ilyen halmazok konstrukcidjanak, ha a
pontbecslés hatdreloszlasat hivjuk segitségiil [5]. Az aszimptotikus eredményeken
alapulé megkozelitések azonban nem nytujtanak szigord garancidkat véges min-
taszam esetén, hacsak nem teszilink erds statisztikai feltevéseket a rendszerrdl.

A dolgozat célja a nemrég kidolgozott SPS (Sign-Perturbed Sums) mdédszer [3]
bemutatasa, amely minimalis statisztikai feltevésekkel képes regressziés modellek
pontbecslései koré egzakt, nem-aszimptotikus konfidencia halmazokat épiteni.

Az SPS egy félparametrikus becslési mdédszer, mivel egy parametrikus (akér
dinamikus) modellbél indul ki, de a folyamatot hajté zajra nézve nem tételez
fel paraméterezést. ElGszor az egyszerii linedris regresszié esetére mutatjuk be a
moédszert, majd kiterjesztjiik dinamikus rendszerekre is a konstrukciot.

2. Konfidencia halmazok lineéaris regresszios problémakhoz
Adott egy bemenet-kiment parokbdl all6 minta, D,, £ {(¢1,Y1),. .., (¢n, Yn)},
Y, £ 0"+ N, (1)
t € {1,...,n}, ahol Y; a kimenet (magyardzott vdltozd), ¢; a bemenet (magyardzo

véltozo, regresszor) és N; pedig a (nem-megfigyelhetd) zaj, a t-edik megfigyelés
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esetén. A cél az ismeretlen ,igazi” 6* paraméter becslése. Feltessziik, hogy a beme-
netek, {p;} C R?, determinisztikusak, * € R? konstans, és a zaj, { N;}, fiiggetlen,
szimmetrikus (a nulla koriil) eloszldsi! (valés értékil) valészinfiségi valtozékbél
all; azaz N; és —N; eloszldsa megegyezik, minden t-re. Az egyszerliség kedvéért
szintén feltessziik, hogy n > d és a ® 2 [¢y,. .., p, | matrix teljes (sor) rangu.

2.1. Legkisebb négyzetek becslés és konfidencia ellipszoidjai
Az egyik standard pontbecslés a jol-ismert legkisebb négyzetek (LS) becslés,

A 1
0, £ argminV(0|D,) = argmin - |V — &14]2, (2)
HcR? gerRd 2
ahol Y £ [Yq,...,Y,]T. A normdl egyenlet megoldasdval megkaphaté 0, azaz
VoV(0,, | D,) = ®8T0,, — dY = 0, (3)

aminek a fenti feltételek mellett az analitikus megoldésa 6, = (®®T)~1(dY).
Egy fontos kérdés, hogy mennyire megbizhaté a kapott pontbecslés? Erre egy
vélasz, ha tudunk példdul egy megadott p € (0, 1) valésziniiségli ©p,, ,, konfidencia
tartomanyt késziteni 0, koré, azaz amelyre 6, € @Dn,p és ]P’(O* € éDmp) > p.
Ilyen halmazok konstrukcidjara egy standard mddszer [5], ha kihaszndljuk,
hogy az LS becslés (atskalazott) hibdja aszimptotikusan Gauss eloszldsu, azaz

Vi (0, — 0%) -5 N(0,62R™Y),  ahogy n — oo, (4)

amely fennall pl., ha korlatosak a regresszorok és létezik egy olyan pozitiv definit
R métrix, amely az R, £ 1®,®T hatdrértéke?, valamint {N;} fiiggetlen, azonos
eloszlasu (f.a.e.) valtozokbdl 4ll, amelyekre E[N;] = 0 és E[N?] = 02, 0 < 02 < o0.

A pontbecslés hatdreloszlasanak felhasznalasaval egy adott p valésziniiséghez
egy 0,, kdzéppontt (kozelit6) konfidencia ellipszoid konstrualhato,

~ « A q 62
Ohnp 2 {9 c R : (6 — Gn)TRn 0—0,) < Tn }7 (5)

ahol p = Fy2(4)(q), itt Fy2(4) a d szabadsagfoki x? eloszlas eloszlsfiiggvénye, és
62 a zaj variancidjanak becslése az LS megoldas rezidudlisainak segitségével,

X 1 n .
oy = (Y: — 01 0)%. (6)

Ekkor nyilvén 6, € (:)n,p7 valamint P(6* € (:)n,p) ~ p. Az igy kapott konfiden-
cia halmazok azonban véges mintdk esetén nem garantaltak és csak heurisztikus
megkozelitésnek tekinthetéek; kis mintaszdm esetén tipikusan pontatlanok [5].

LA fiiggetlenség gyengithetd, a szimmetria a kritikus az SPS-hez. Szdmos nevezetes eloszls
lehet ilyen, példaul, Gauss, Laplace, Cauchy, Bernoulli, Student t, egyenletes.
2 Ttt kivételesen — a hatérérték miatt — expliciten kifrtuk, hogy ® fiigg n-t8l.
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2.2. SPS linearis regresszié esetén

Most ratériink az SPS mdédszer [3] ismertetésére, amellyel minimalis statiszti-
kai feltevésekkel véges mintak esetén is garantalt konfidencia tartomanyokat konst-
rualhatunk az LS becslés koré. Els6 kozelitésben tekinthetiink az SPS-re gy, mint
egy hipotézisvizsgalatra, amely egy adott § paraméter esetén azt a null hipotézist
vizsgélja, hogy 0 = 0*, a 6 # 6* alternativ hipotézissel szemben.

A bootstrap- és Monte Carlo tesztek alapgondolatdhoz hasonléan abbdl indu-
lunk majd ki, hogy ha 8 = 6*, akkor egyrészt (i) megkaphatjuk a zaj valtozok
pontos értékét a rendszer ,invertdldsdval”, valamint (ii) a zaj eloszldsdnak bizo-
nyos regularitdsdt kihasznalva (a jelen esetben a szimmetridt) alternativ mintdkat
generalhatunk, amelyek statisztikailag ,,hasonléan viselkednek” majd, mint az ere-
deti minta. Ha azonban 6 # 0*, akkor a rendszer invertaldsaval kapott zajbecslések
torzitottak lesznek és igy az alternativ mintdk statisztikailag ,eltéréen viselked-
nek” majd, mint az eredeti minta. Azt, hogy mennyire , hasonléan viselkednek” a
generdlt (perturbélt) értékek az eredeti mintdhoz viszonyitva, a minték egy skaldr
értéki kiértékelése utdn egy rang-teszttel dontjik majd el.

Els6 1épésként bevezetiink m (véletlenitett) kvadratikus RY — R fiiggvényt,

Zi(0) £ ||R;§‘I>Ai(Y—(I’T9)||§7 (7)

i€ {0,1,...,m — 1}, ahol Ag & I és A; = diag(i1,...,q; ), ha i # 0; {ai}
fiiggetlen, azonos eloszldsti Rademacher valészintiségii valtozok?; a diag(-) fiiggvény
pedig egy diagonalis métrixot képez az argumentumaibdl. A Zy -t referencia
fligguénynek, mig a tobbi {Z;} fliggvényt eldjel-perturbdlt figgvényeknek nevezziik.
Vegyiik észre a kapcsolatot a {Z;} fiiggvények definicidja és a koltségfiiggvény
gradiense, VgV, kozott. A {Z;} fiiggvényeket interpretdlhatjuk tgy, hogy V gra-
diensében a rezidudlisok elGjelét véletlenitjiik Rademacher valtozok segitségével,
majd a kapott vektor ,nagysagat”’ kiértékeljiik egy sulyozott norma segitségével.
Ha 6 = 0%, akkor Y — ®T0* = N, ahol N = [Ny,...,N,|T, és a szimmetria
feltevésbdl tudjuk, hogy N és A; N eloszldsa minden i-re megegyezik. Ekkor

* -3 d -3 _ *
Zo(0") = |R.ZON|3 = [|[R.2PAN|5 = Zi(6%), (8)

de a {Z;(6*)} valésziniiségi véltozok természetesen nem teljesen fiiggetlenek. Be
lehet 14tni azonban, hogy feltételesen f.a.e. tulajdonsdgiak az {|N¢|} éltal generalt
o-algebrara nézve. Ekkor viszont felcserélhetdek is és igy minden lehetséges ren-
dezésiik?, Z;,(0*) < --- < Z;,,_,(0%), ugyanolyan 1/m! valészintiséggel 4ll eld.

Ha azonban 0 # 0*, akkor mér ez a felcserélhet6ségi tulajdonsag nem &ll fenn és
Zy(0) egyre nagyobb valdszintiséggel fogja dominalni a tébbi {Z;(6)}:0 valtozét,
ahogy egyre tavolabb keriiliink az igazi paramétertdl, azaz ahogy ||6* — 6|2 — oo.

3Azaz 1 és —1 értékeket vehetnek, mindegyiket 1/2 valésziniiséggel.
4A ,<” egy szigori teljes rendezés, amit a standard ,,<”-bél gy kapunk, hogy egyenlé értékek
esetén véletlenszeriien dontjiik el, hogy melyiket tekintjuk kisebbnek; formadlis def. ldsd [3].
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Ahhoz, hogy 6ssze tudjuk mérni a referencia fliggvény értékét az elGjel-perturbélt
fliggvényekével, sziikségiink lesz a referencia fliggvény normalizdlt rangjdra,

N 1 m—1
Ro) 2 (14 210 < 20)) )
ahol I(-) egy indikdtor fiiggvény; tehdt 1, ha az argumentuma (egy formula) igaz
és 0 méskiilonben. Tegyiik fel, hogy p = 1 — ¢/m alakban irhatd, ahol 0 < g <m
és q, m tetszbleges egész szamok. Ekkor az SPS teszt elfogadja a null hipotézist, ha
R(0) < p éselutasitja, ha R(6) > p. Mivel mind m, a referencia és el6jel-perturbalt
fiiggvények szdma, mind g szabad paraméterek (a felhasznalé altal meghatdrozott),
igy tetszdleges raciondlis® p € (0, 1) valészinfiséghez készithetd egy SPS teszt.
A fentiek szellemében az SPS konfidencia tartoméanyt igy definidlhatjuk,

Onp, 2 {eR:RO)<p}. (10)
Bebizonyithaté [3], hogy az {gy kapott (véletlenitett) konfidencia halmaz egzakt,
P(6* €©,,) = p. (11)

A konfidencia halmaz egzaktsdga annak ellenére fenndll, hogy nem hasznaltuk ki
a zaj konkrét eloszlasat, s6t, még azt is megengedtiik, hogy minden megfigyelésre
kiilonboz6 eloszlasi zaj hasson, amelyeknek akar végtelen variancidja is lehet.

Az SPS konfidencia halmazai csillag konvezek, ahol az LS becslés egy csillag
kézpont [3]. Tehdt minden 6 € @np és B €0,1] -re, B0+ (1 —B) 6, € O,

Az SPS konfidencia halmazok erdsen konzisztensek [2], azaz aszimptotikusan
egy valOszinliséggel semmilyen hamis paraméter értéket nem tartalmaznak; a hal-
maz 6" koriili tetszoleges kicsi gomb belsejébe kertil, ahogy a mintaszam novekszik

o0 oo R
P(UN{ecnm}) -1, (12)
k=1n=k
minden ¢ > 0, ahol B.(6*) £ {6 € R? : ||§ — 0*||]z < €}. A konzisztencia gyenge
plusz feltevések mellett fennall, pl. mind a zaj szorasnégyzete, mind a regresszorok
normdja tarthat a végtelenhez, ha a novekedésiik bizonyos rdta alatt marad [2].
Hatékony kilsé approximdcics ellipszoid is konstrudlhat6 az SPS halmazokhoz:

Onp C{OER?: (0-0,)"R,(0—0,) <r*}, (13)

amelyek gyorsan (polinomidlis idében) — szemidefinit programozdsi feladatok meg-
oldasaval — szamolhatéak. Vegyiik észre, hogy az igy kapott konfidencia ellipszoi-
doknak ugyanaz lesz a kozéppontja (ti. az LS becslés) és az alakjat meghatirozéd
matrixa, mint (5) esetén, csak az ellipszoidok sugara fog kiilonbozni. Azonban,
mig a hatareloszlason alapuld ellipszoidok csak heurisztikak, az SPS halmaz kiils6
approximéaciéjan alapulé ellipszoidok garantélt konfidencidval rendelkeznek [3].

5Tovabbi véletlenitéssel konnyen kiterjesztheté a teszt irraciondlis valészintiségekre is, azon-
ban ennek elhanyagolhat6 a gyakorlati jelentGsége, ezért ismertetésétol eltekintiink.
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3. Konfidencia halmazok dinamikus rendszerekhez

Az alapvetd célkitiizés az SPS mddszer megalkotasakor az volt, hogy dinami-
kus rendszerek pontbecslései koré tudjunk nem-aszimptotikus garancidkkal rendel-
kez6 konfidencia halmazokat késziteni. A linedris regresszios eset egy természetes
altalanositdsa, ha dltaldnos linedris (dinamikus) rendszereket [5] vizsgdlunk, azaz

Y; 2 Gz 0M U + H(z 4 0%) Ny, (14)

ahol G és H (stabil) linedris sztirdk, H stabilan invertdlhaté, 27! a késeltetés

(,lag™) operator, 0* € R? az ,igazi” paraméter, G(0;0*) = 0, H(0;0*) = 1, {U;}

a (megfigyelt) bemenetek, {V;} a (nem megfigyelt) fiiggetlen és szimmetrikus zaj,

a bementek és a zaj fliggetlenek, valamint a rendszer kezdeti dllapota ismert [4].
Ekkor az elérejelzési hibdk vektora® 2(0) = [£1(0),...,8,(0)]T, ahol £(0) =

H='(27%0) (Y, — G(271;0) U;) minden t-re; valamint teljesiil, hogy £ (6*) = N;.
Egy tipikus koltségfiiggvény az elérejelzési hibdk négyzetosszege [5], azaz

V(| D,) = %5%)5(9), ekkor  W(0,)&(6,) = 0, (15)
ahol a 0, az elérejelzési hiba becslés, W(0) £ [¢1(6), ..., n(0)], és ¥ (0) pedig a t-
edik el6rejelzési hiba gradiense. Ismert, hogy ez a gradiens v,(0) = W (2~%;0) Y, +
K(271;0) U, alakban is frhatd, ahol W és K (vektor-értékii) linedris szfirék [5].

Ha megprobéljuk ugyanazt a konstrukciét hasznalni mint a 2.2 fejezetben, az
sajnos erre az altaldnos esetre nem fog miikodni, a Zo(6*) -nak nem ugyanaz lesz
az eloszldsa, mint a tébbi {Z;(6%)}iz0 -nek, igy az igazi paraméterhez tartézéd
fiiggvényértékek feleserélhetdségéhez vezetd érvelés sem marad érvényben [4].

A probléma a rendszer dinamikussagabol fakad; azaz abbdl, hogy ha a zajt
perturbaljuk, az — a linedris regresszids esettol eltéréen — hatassal van az elérejelzési
hibdk gradiensére is. A megolddst alternativ kimeneti trajektéridk generdldsa
jelenti, amelyeket a perturbalt elérejelzési hibdakkal hajtunk meg

Yii(0) = G(z"H0) U + H(z™50) (i1 84(9)), (16)

(&S {1,...,m — 1}, és a jelolés egyszertisitése miatt bevezetjiik, hogy minden t-re
Y0.4(0) £Y,. Az alternativ trajektéridkkal perturbalt gradienseket szamolhatunk,
bin(0) 2 W(TH0) Y (0) + K(=~10) U, (17)

i €{0,...,m — 1}, amelyekkel eljutunk az SPS miikodSképes dltaldnositasdhoz
_1 N
Zi(0) = 11Q; *(0):(0)AiE(6) |3, (18)

ahol W;(0) £ [1;1(0), ..., % n(0)], és Qi(0) = L W,;(0)¥I(#). Bebizonyithats, hogy
az ezekkel a fliggvényekkel konstrualt SPS halmazok mar egzakt konfidencidval ren-
delkeznek [4]. A konstrukcié kiterjeszthetd visszacsatolt (pl., szabélyozéval rendel-
kez&) rendszerekre [4], valamint nemlinedris (pl., GARCH) modellekre is [1].

6Tegyiik fel, hogy pont annyi adatunk van, hogy n hibatagot kiszdmolhassunk.
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4. Konklizié és nyitott problémak

A dolgozatban réviden bemutattuk az SPS mddszert, amely minimadlis statisz-
tikai feltevésekkel képes regresszios modellek adott pontbecslései koré véges mintdk
esetén is garantalt — tipikusan egzakt — konfidencia tartomanyokat késziteni.

Ugyan az SPS moddszer viselkedését mar elég jol ismerjik linedris regresszios
problémakon, de még sok nyitott kérdés van vele kapcsolatban példdul dinamikus
rendszerek esetén. Ilyen kérdés az SPS teszt masodfaji hibdjanak jellemzése és
hatékony kiils6 approximéacidk konstrualasa kiillonbozé dinamikus modellekhez.
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SYMMETRY AND CONFIDENCE
BALAzZS CSANAD CsAJI

In this article we briefly overviewed the SPS (Sign-Perturbed Sums) method which
was recently developed by Marco Campi, Erik Weyer and Baldzs Csandd Csdji. The
main draw card of SPS is that it can construct non-asymptotically guaranteed confidence
regions for parameters of regression models under minimal statistical assumptions. The
fundamental assumption of the SPS method is that the noises affecting the system are
distributed symmetrically about zero, but their distributions may change over time.

We started with investigating classical linear regression problems. We recalled the
standard least-squares (LS) estimate with its confidence ellipsoids, whose construction is
based on the asymptotic Gaussianity of the estimate. We argued that such ellipsoids do
not come with rigorous finite sample guarantees and are imprecise for small samples.

Then, we presented the construction of SPS confidence regions for linear regression
problems. We highlighted that these regions have (i) exact confidence probabilities; are
(ii) star convex with the LS estimate as a star center; are (iii) strongly consistent, that is,
for every ball around the true parameter, the confidence regions are asymptotically (as the
sample size tends to infinity) almost surely remain inside the ball (thus every false param-
eter value will be eventually excluded); and (iv) efficient ellipsoidal outer-approximations
can be constructed for them by solving semidefinite programming problems. The SPS
ellipsoids have the same center (i.e., the LS estimate) and kernel matrix as the classical
ellipsoids of the LS theory, only their radii are different. However, while the ellipsoids of
the classical theory (based on limiting distributions) are just heuristics for finite samples,
the SPS ellipsoids have rigorous non-asymptotic guarantees.

Finally, we generelized the SPS construction for general linear (dynamical) systems.
We discussed that a straightforward generalization would not work, as the noises affecting
the system and the outputs are not independent for dynamical systems. It was shown
that the proper generalization should be built using alternative output trajectories, which
are constructed using perturbed prediction error sequences. The resulting SPS confidence
regions also have exact confidence probabilities, and the construction can be generalized
for closed-loop and certain non-linear systems (such as GARCH models), as well.

There are several open problems concerning the SPS method, especially for its con-
struction for dynamical systems: for example, building efficient outer-approximations for
various types of dynamical systems and analyzing the type II errors of SPS tests.

Keywords: confidence regions, resampling methods, linear regression, time series
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