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Osszefoglalas

A gépi tanulds a mesterségesintelligencia-kutatasok egyik f6 pillére, melynek matematikai hatterét a statisztikus tanu-
laselmélet biztositja. A gépi tanuldsi médszerek bizonytalansigianak meghatirozasa esszencidlissd vilt szimos alkalma-
zds esetében, tobbek kozott a biztonsdg, a stabilitds és a mindség garantildsa érdekében. Ebben a tanulmanyban tjra-
mintavételez$ eljardson alapulé konfidenciahalmaz-becsléseket mutatunk be, amelyek eloszlasfiiggetlen és véges
mintds korlatokat biztositanak a becslések bizonytalansigira. A konfidenciahalmazokat egzakt és konzisztens rang-
tesztek segitségével konstrudljuk meg, és szamos példan szemléltetjiik. A virhato értékre és a feltételes varhatoérték-
fiiggvényre adunk halmazbecslést feliigyelt tanuldsi feladatok (regresszid és osztalyozas) esetében.
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Summary

Machine learning (ML) is one of the fundamental methodologies within artificial intelligence (AI), which is widely
used in several fields, such as finance, health care, manufacturing and control. A classical problem in ML is to estimate
the unknown parameters of an environment based on noisy observations. In many real-world applications involving
safety and stability criterions, it is essential to quantify the uncertainty of these estimates.

Confidence regions are classical tools in uncertainty quantification, often used to assess the quality of an estimate.
In this paper we investigate a resampling framework to construct confidence regions and hypothesis tests for several
supervised learning problems. First, we present a resampling scheme to build confidence intervals for the expected
value of an unknown symmetric distribution. We generate alternative observations based on a candidate parameter,
then compare the original sample to the alternative dataset. If the candidate parameter is equal to the true expected
value, then the alternative samples have the same distribution as the original sample, otherwise the alternative samples
follow a different distribution. This distributional difference can be detected with a rank test. The main ideas of this
procedure can be generalized to regression and binary classification problems, in which cases we build confidence
regions for the true regression function.

The presented methods are endowed with strong theoretical guarantees. The user-chosen confidence levels of the
confidence regions are non-asymptotically exact. The confidence sets are defined via flexible rank tests, while our
distributional assumptions are very mild. We usually assume symmetry or exchangeability and therefore the pre-
sented algorithms are distribution-free, thus superior to many other methods in practice. We also investigate the as-
ymptotic behaviors of the presented methods and establish several theoretical results regarding the consistency of the
confidence regions.
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Elbszo6

Az alabb ismertetésre keriilé kutatdsi program a mes-
terséges intelligencia (AI) egy kitiintetett diszciplindris
kutatdsi tertilete, a gépi tanulds (machine learning) prob-
lémakoréhez kapcsolodik. A szamtalan gyakorlati moti-
vacion tdl a teriilet egy matematikailag elvont eszkoztira
a statisztikus tanulaselmélet, ezen beliil a két valtozé ko-
zotti kapesolat (feltételes varhatod érték vagy regresszio)
becslése. Ennek specidlis esete a bindris klasszifikdcio,
amelynek széles kord alkalmazasa van minéség-ellendr-
zésben ¢és orvosi diagnosztikaban.

A gyakorlati motivaciokbol adéddan a javasolt eljard-
sok a nem-paraméteres statisztika korébe kell hogy tar-
tozzanak, az adatok valészinilségeloszlasira csak az el-
mélet dltal megkivint minimélis feltételekkel él a szerzd,
agymint szimmetria vagy felcserélhetéség. A kutatasi
program dltalanos célkittizése, hogy a kifejlesztendd sta-
tisztikai eljardsok véges mintara vonatkozo egzakt konfi-
denciahalmazokat hatdrozzanak meg el6re adott konfi-
dencia mellett.

Ezt a programot a nem-paraméteres statisztika mély
technikai eszkozeinek, mindenekelStt a reprodukdld
magu Hilbert-terek elméletének, valamint a témavezetd
altal korabban kezdeményezett, a rendszer-identifikdcio-
ban dattorést jelenté Sign-Perturbed Sums (SPS) mod-
szernek a magabiztos 6tvozésével valdsitja meg. A java-
solt algoritmusokat az 6sztondijas Python kornyezetben
implementdlta és validalta, az algoritmusok életképessé-
gét kisérleti matematikai eszkozokkel bizonyitotta.

A HUN-REN SZTAKI kildetésnyilatkozatidban és
filozofidgjaban centrilis szerepe van a célzott alapkutata-
sok folytatdsianak profilunkba tartozé tertileteken, kap-
csolodé Gj témak inditdsinak lehetdségét nyitva hagyva.
Ezek a kutatdsok végsé motivacidjukat egy sziiken vett,
magas szinten mtvelt tudomdanyos diszciplindris tertile-
ten kiviil keresik, de eszkozeikben az adott tudoményos
diszciplindra tdmaszkodnak. Az aldbbiakban ismerteten-
d6é munka a Mesterséges Intelligencia Nemzeti Labora-
tériumhoz kot8dé szimos szal révén tokéletesen illesz-
kedik ebbe a keretbe.

Gerencsér Liaszlo
az MTA doktora
HUN-REN SZTAKI
vallalati szakért6

Az empirikus megfigyelések alapjin valé (i) modellezés,
(i1) kovetkeztetés és (iil) dontéshozds a matematikai sta-
tisztika és a gépi tanulds alapproblémdi. Az ezcekre a
problémakra adhaté megoldasok képezik a mesterséges-
intelligencia-modszerek gerincét, és alapvetd fontossagu-
ak a természet-, tarsadalom- és miiszaki tudomanyok
szamara is.

A gépi tanulds gyakorlataban sokszor heurisztikus, fe-
ketedoboz médszereket alkalmaznak, amelyek hatékony-
sagdt csak numerikus kisérletek tdmasztjak ald, és ame-
lyek eredményeit nehéz interpretilni. Noha szdmos
feladatra az ilyen modszerek is megfelelGek, kritikus al-
kalmazasoknal — az egészségiigytSl a kozlekedésen it

Sztochasztikus garanciak a gépi tanulasban

az iparig — olyan moédszerekre van sziikség, amelyeket
biztonsagosan lehet alkalmazni, mtikodésiiket jol értjiik,
azokra matematikai garanciak adhatok, és amelyek ered-
ményei jOl interpretilhaték. Ezért is rendkiviil fontos a
gépi tanulds matematikai megalapozasa, amely mara mar
gazdag multra tekint vissza.

Tamas Ambrus kutatdsi témdja a gépi tanulds matema-
tikai elméletének egyik kulcsteriilete, a statisztikus tanu-
laselmélet, beleértve a kernel modszereket. A kutatds £6
célja olyan eljardsok kidolgozasa, amelyekre eloszlastiig-
getlen, véges mintakra is alkalmazhat6é garancidk adha-
tok. Ehhez az egyik alapveté modszer az Gjra-mintavéte-
lezés, melynek segitségével rugalmas és gyenge statisztikai
feltevések mellett is er@s miikodési garancidkkal rendel-
kez6 gépi tanulasi és statisztikai modszerek konstrudl-
hatok.

Csaji Baldzs Csanad
tudomanyos fémunkatars
HUN-REN SZTAKI
doktori témavezetd

Bevezetés

A mesterséges intelligencia (MI) korunk egyik legjelen-
tésebb vivmanya, amely szamos innovativ szolgaltatas, a
gazdasag és a tudomanyos fejlédés egyik lehetséges mo-
torjaul szolgal (Misuraca—Van Noordt 2020). Az MI fo-
galmait tobbféle szemszogbdl lehet megkozeliteni
(Russell-Norvig 2020), de az vitan feliil 4ll, hogy a gépi
tanulas a teriilet kulcsfontossagti alkotéeleme (Bishop
2006; Haykin 1998). A gépi tanulds matematikai vizsga-
lata mar a XX. szazad elején megkezd&dott a statisztikai
modszerek elterjedésével, mindazonaltal az elsé klasszi-
kus tanul6 algoritmus, a perceptron elméleti modelljét
1943-ban alkottak meg (McCulloch-Pitts 1943). Egy b6
évtizeddel késGbb, 1957-ben magat a mikods gépet is
elkészitették (Rosenblatt 1958). Azdta a technoldgiai
forradalomnak koszonhetSen a gépi tanuldsi modszerek
jelentGsége és az alkalmazasi teriiletek szima megsok-
szorozoédott, ezért tobbek kozott a biztonsag és a stabi-
litas érdekében szilikségessé valt, hogy az elterjedt mod-
szerek bizonytalansigit meghatirozzuk. Ebben a
tanulmanyban statisztikus tanulaselméleti modszerek bi-
zonytalansagat vizsgdlé korabbi munkdk eredményeit
(Csagi-Campi—Weyer 2014; Csiagi—Kis 2019; Csagji—Tamais
2019; Tumas—Csagi 2020) Osszegezzik.

Sztochasztikus garanciak

Muatematikai statisztika

A matematikai statisztika feladataindl megfigyelések,
azaz egy eseménytéren értelmezett valoszindségi vilto-
70Kk, segitségével kell meghatirozni a viltozok bizonyta-
lan viselkedésének, eloszlasinak bizonyos paramétereit.
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Ebben a cikkben a példak tobbségénél figgetlen azonos
closzldst mintaval dolgozunk, és a becstilendd paramé-
terek a megfigyelések kozos ismeretlen eloszlisihoz tar-
tozé mérészamok. Ilyenek lehetnek példaul a varhatd
érték és a szords vagy az eloszlas egyéb alakparaméterei
(momentumok, ferdeség stb.). Mindazonaltal szamos
esetben az ismeretlen eloszlast leird fiiggvények vagy
modellek jatsszak a ,,paraméterek” szerepét (pl. kozpon-
ti feladat az eloszlasfiiggvény, a regresszids fliggvény
vagy egy optimalis osztalyoz6 becslése). A cikk tovabbi
részében a paraméter fogalmat ebben a kibdvitett érte-
lemben hasznaljuk. Nem varjuk el, hogy a paraméterek
egy véges dimenzibs térben helyezkedjenek el, a fiiggvé-
nycket is paraméternek tekintjik.

Az ismeretlen paraméter csak kozvetett moédon kap-
csolodik a megfigyelésekhez, a megfigyelések eloszlisat
befolydsolja, ezért dltaliban nem remélhetjiik, hogy a
megfigyelések segitségével hiba nélkiil meghatirozhat6
legyen. A megfigyeléseket egy fiiggvény segitségével ala-
kitjuk at a paramétert kozelits becsléssé. Az ilyen fligg-
vényeket hivjuk statisztikiknak. A statisztikik megalko-
tasa soran az a célunk, hogy minden lehetséges eloszlds
esetén nagy valdszintséggel ,,j01” kozelitsiik a becsiilni
kivint ismeretlen paramétert. Mivel egy statisztika vélet-
len megfigyeléseknek a (mérhetd) fiiggvénye, ezért egy
becslés maga is, az értékétdl fliggden, véletlen valtozd
vagy véletlen elem. A becslés bizonytalansigat érdemes
vizsgalni, valamilyen médon szdmszerdsiteni. Az egyik
legelterjedtebb médszer a bizonytalansig meghatiroza-
sara, hogy halmazbecsléseket, Gn. konfidenciahalmazo-
kat konstrudlunk pontbecslések helyett.

Konfidenciabalmazok

Altalanossagban annak a valészintisége, hogy egy becslés
pontosan megegyezik a becsiilni kivint paraméterrel,
nulla, mindazondltal, ha egy bévebb halmazt konstruai-
lunk meg becslésnek, akkor lehet arra esélyiink, hogy
nagy valoszintiséggel lefedjiik a becsiilni kivant paramé-
tert. Egészen pontosan p megbizhatdsagi szinti konfi-
denciahalmaznak nevezziik a paramétertér (modelltér)
egy olyan véletlen részhalmazat, amely legalibb p val6-
szinliséggel tartalmazza az ismeretlen paramétert. Erte-
lemszer(ien a p megbizhatdsigi szintet egy 0 és 1 kozot-
ti szamnak valasztjuk meg, a gyakorlati alkalmazashoz
mérten (pl. 0,95, 0,99, 0,999). Természetesen a para-
métertér véletlen részhalmazit a megfigyelések fligg-
vényében konstrudljuk meg. Fontos megjegyezni, hogy
ebben a megkozelitésben a konfidenciahalmaz a véletlen
objektum, hiszen ez fiigg a véletlen megfigyelésektdl, és
a lefedni kivant paraméter van el6re rogzitve. Mindazon-
altal szokas tgy fogalmazni, hogy a paraméter egy p
valoszintiséggel belekeriil a konfidenciahalmazba. Erte-
lemszerien egy adott megbizhatdsigi szinthez, ameny-
nyire csak lehet, kis méretdi konfidenciahalmazt szeret-
nénk talalni, illetve egy masik szemszogbdl megkozelitve

minél kisebb egy p megbizhatdsigi szinti konfidencia-
halmaz, anndl biztosabbak lehetiink a becsléstinkben.

Konfidenciahalmazok megalkotasara két klasszikusnak
mondhaté médszer van. Amennyiben lehetséges, kézen-
fekvé a minta eloszlasinak segitségével meghatirozni a
becslés eloszlisat. Erre a megkozelitésre az egyik legis-
mertebb példa a normdlis eloszlastt minta esetén hasz-
nalt, a mintadtlag és a tapasztalati széras segitségével
meghatarozott konfidenciaintervallum a virhat6 értékre
(Student 1908). Ha nincs lehet8ség arra, hogy a becslés
pontos closzlisit meghatirozzuk, akkor bizonyos felté-
telek mellett a becslés eloszldsat hatareloszlassal tudjuk
kozeliteni. Nevezetes aszimptotikus példa a centralis ha-
tareloszlas  tételén alapulé konfidencia-ellipszoidok
konstrukcidja linedris regressziés modellek paraméter-
vektoraira (Wald 1943). Mindazonaltal szamos alkalma-
zasi teriileten ezt a két megkozelitést nem lehet kdvetni.
Ha ismeretlen eloszlisokkal dolgozunk, akkor tipikusan
nincs esély arra, hogy a becslés eloszlasit meghatiroz-
zuk. Ezekben az esetekben eloszlistiiggetlen médsze-
rekre van sziikség. Ha kevés mintink van, akkor az
aszimptotikus eredmények félrevezetSk lehetnek, ezért
ilyenkor véges mintds garanciiak haszndlatira kell szorit-
koznunk, amelyek nem-aszimptotikus korlatokkal szol-
galnak. A Kooperativ Doktori Programban végzett kuta-
tasom ezt a két szemléletmodot 6tvozi: eloszlasfiiggetlen
¢és nem-aszimptotikus konfidenciahalmazok konstrukcié-
jara vezetiink be algoritmusokat az Gjra-mintavételezés
segitségével.

Hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat sordn egy allitasrél, az an. nullhipo-
tézisr6l szeretnénk eldonteni, hogy lehet-e igaz. Egy sta-
tisztikai préba a minta alapjin elfogadja vagy clutasitja a
nullhipotézis allitisat. Mivel a préba elvégzése sordn a
dontést véletlen megfigyelések alapjan hozzuk, ezért a
dontésben benne rejlik a hibazds lehetGsége. Kéttélekép-
pen hozhatunk helytelen dontést egy proba elvégzése-
kor. El6fordulhat, hogy igaz a nullhipotézis, de a proba
mégis elutasitja azt. Ezt a fajta hibit a proba els6faja hi-
bajanak nevezziik és ezt szeretnénk elsGsorban elkertilni.
Misodsorban elSfordulhat, hogy a nullhipotézis hamis,
azonban a proba mégis elfogadja azt. Ezt a fajta hibat
hivjuk mdasodfaji hibanak. A statisztikiban altalaban a
nullhipotézis az ismeretlen minta eloszlisihoz kapcsol6-
dik, ezért felirhatok a hibdk valdszintségei a minta elosz-
lasinak fuiggvényében. Az els6faji hiba maximalis valo-
szinlségét a proba szignifikanciaszintjének nevezziik,
ennek 1-t6l vett (abszolat) kiilonbségét pedig megbiz-
hatosagi szintnek hivjuk. Ha a nullhipotézis nem teljestil,
akkor az eclutasitis valészintiségét az erdfiiggvénnyel
tudjuk jellemezni. Vilagos, hogy minél inkabb elfogadja
egy proba a nullhipotézist, annal kisebb valdszintlsége
lesz az els6faja hibanak, és minél inkdbb clutasitja egy
préba a nullhipotézist, annal jobban lecsokken a mdsod-
faji hiba valészintisége. Altaliban adott konfidencia-
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szinthez keressiik a lehetd leger@sebb probét. A statiszti-
kus feladata a konfidenciaszint megvilasztisa a
gyakorlati alkalmazishoz mérten, példdul a 0,95, 0,99
gyakran hasznalatos értékek.

A dontések informacidtartalma nem szimmetrikus.
Fontos a hibdk kozott fenndlld hierarchia. Mivel a proba
els6sorban a szignifikanciaszint segitségével van meg-
konstrualva, ezért csak az elutasitdsnak van (statisztikai)
cafolo ereje. Emiatt a hipotézisvizsgalat soran altalaban a
bizonyitani kivant allitas tagadasat szokas nullhipotézis-
nek valasztani. Az elfogadasnak nincs igazabdl stlya,
nem bizonyitja a nullhipotézis fennallasat. Mindazonal-
tal a gyakorlatban hasznalt probik tobbsége tgy van 1ét-
rchozva, hogy konzisztens legyen. Egy konzisztens pré-
ba esetén a masodfaju hiba valészinlsége is 0-hoz
konvergal minden lehetséges eloszlisra, amelyre nem
teljestil a nullhipotézis. A cikkben tirgyalt prébik eg-
zakt, nem-aszimptotikus és eloszlasfiiggetlen garanciat
szolgaltatnak az els6faja hiba valészintségére, és gyenge
statisztikai feltételek mellett konzisztensek, azaz a ma-
sodfaji hiba-valészinliség konvergencidjat is elméleti
korldtokkal timasztjuk ala.

A hipotézisvizsgilat szimos esetben ekvivalens a kon-
fidenciahalmazokkal. Legyen a nullhipotézis egy isme-
retlen paraméterre (vagy modellre) vonatkozé egyenls-
ség. Az ilyen tipusi probak meghatiroznak egy
konfidenciahalmazt a paraméterre, illetve megforditva
egy adott megbizhatosagi szintl konfidenciahalmaz de-
finidl egy azonos megbizhatdsagi szintd statisztikai pré-
bat. Az ckvivalencia abbél adédik, hogy egy prébihoz
tekinthetjik azoknak a paramétercknek a halmazat, ame-
lyek esetében elfogadasra keriil az egyenl&séggel felirt
nullhipotézis. Megforditva, a konfidenciahalmaz segitsé-
gével konnyen definidlhatunk egy statisztikai probit a
kovetkez6 moédon: ha a tesztelendS paraméter belekertil
a konfidenciahalmazba, akkor clfogadjuk a nullhipoté-
zist, és ellenkezs esetben pedig elutasitjuk azt. Meggon-
dolhaté, hogy ez a préba orokli a konfidenciahalmaz
megbizhatdsagi szintjét.

/.
Ujra-mintavételezés

Az Gjra-mintavételezd eljarasok olyan statisztikai mod-
szerek, amelyek sordn sziikség van arra, hogy az adott
mintin felil egyéb segédvaltozokat is legeneraljunk.
A legismertebb Gjra-mintavételez6 algoritmusok a
wjackknife” (Quenounille 1956), a ,bootstrap” (Efron—
Tibshirani 1994), a Monte-Carlo-tesztek (Zhu 2005) és
a permutdcios tesztek (Pitman 1937). Ezek a modszerek
tipikusan abban kiilonboznek, hogy a generdlds milyen
modon torténik. A bootstrap a tapasztalati eloszlasbol
mintavételez, a jackknife az eredeti mintinal eggyel ki-
sebb elemd mintakat tekinti. A permutacids tesztek ese-
tében két csoportja van a viltozoknak, és az Gjragene-
rilds sordn ezt a két csoportot keverjik Ossze
véletlenszertien. A Monte-Carlo-tesztek esetében egy

Sztochasztikus garanciak a gépi tanulasban

nullhipotézis altal meghatirozott eloszlasbél mintavéte-
leziink.

Ebben a tanulmanyban egy specidlis Gjra-mintavétele-
z6 mbdszert, az Gn. Sign-Perturbed Sums (SPS) mdd-
szert (tiikorforditasban elGjel-perturbalt 6sszegek mod-
szerét) mutatjuk be varhaté érték becslésre és regresszids
fiiggvény becslésre. Ezutan tekintjitk az SPS-modszer
Gjra-mintavételezd altalanositasit osztilyozasi feladatok-
ra. Az SPS-maédszer sordn véletlen valtozéknak az eléje-
1ét generaljuk Gjra egy szimmetriara utalé nullhipotézis
alapjan, ezért az SPS tekinthetS egy specidlis Monte-
Carlo-tesztnek. A Monte-Carlo-tesztek és az SPS el6nye
a bootstraphez és a jackknife-hoz képest, hogy véges
mintas garancidkat szolgdltatnak. A bootstrap és a jack-
knife esetében tipikusan aszimptotikus korlatok ismertek.

Az tjra-mintavételezéssel rokon moédszernek tekint-
het6k a konformalis predikciés tartomanybecslések
(Vovk—=Gammerman—Shafer 2005). Ezek a megkozelité-
sek is eloszlastiiggetlen és nem-aszimptotikus korldtokat
biztositanak, és szimos esetben 6tvozhetSk a kordbban
emlitett modszerekkel, azonban a konformalis predikcid
alapproblémadja kiilonbozik az altalunk vizsgalt feladat-
tol. Ebben a tanulmdnyban egy elére meghatarozott pa-
raméterre konstrudlunk konfidenciahalmazt, ezzel szem-
ben egy predikciés tartominy egy véletlen valtozo
értékére nyajt halmazbecslést.

Az SPS-t el6szor rendszeridentifikicioban el6fordulo
linedris regresszios feladatokra vezették be (Csiaji—Cam-
pi—Weyer 2014), de azéta a mddszer aszimptotikus tulaj-
donsagait (Weyer—Campi—Csaji 2017) és modellszelekci-
0s alkalmazasait (Care et al. 2021) is vizsgiltak. Az SPS
klasszifikdciéra torténd dltalanositisa és elemzése a Koo-
perativ Doktori Programban megval6sulé kutatdsaim
cgyik kulestémdija (Csaji—Tamdas 2019; Tamas—Csiji
2020, 2022). A modszert kernel médszerekre (Csdgi—Kis
2019) és dinamikus rendszerekre is daltalinositottik
(Csdgi—Weyer 2015), és specidlis szinkronizdlt linedris
rendszerek fiiggetlenségének tesztelésére alkalmaztik
(Tamdids—Balint—Csiji 2023).

Az Gjra-mintavételezés otlete, hogy a nullhipotézis se-
gitségével olyan alternativ mintakat generdlunk, amelyek
pontosan akkor cserélhetdk fel az eredeti mintdval, ami-
kor a nullhipotézis fennall. Az Gjra-mintavételezd probak
esetében egy tesztelt paramétert akkor fogadunk el, ha a
segitségével generalt mintik hasonl6 viselkedést mutat-
nak, mint az eredeti megfigyelések. Ellenkez8 esetben
elutasitjuk a paraméter altal meghatarozott nullhipoté-
zist és kizarjuk a paramétert a konfidenciahalmazbdl.

Az tjra-mintavételezés két £6 1épésbdl dll: alternativ
mintik generdlasabol és a mintak 6sszehasonlitasabol. Az
alternativ mintik generdldsihoz sziikség van egy invari-
ancia feltevésre a minta eloszlasaval kapcsolatban. Az in-
variancia tulajdonsdg vonatkozhat az eloszlisban rejlé
szimmetridra, a megfigyelésekre rak6do zaj sorrendjének
keverhetGségére, vagy a feladatban rejlé specidlis isme-
retre. Az alkalmazasok attekintésénél részletezziik eze-
ket. Az 6sszehasonlitdst egy rangsorolé fiiggvény segit-
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ségével végezziik. Ennek definidldsa jelenti a legnagyobb
kihivast a konstrukcié sordn. A vizsgalt feladatokra kii-
l6n-kiilon mutatjuk be a lehetséges megkozelitéseket.

Az alternativ mintak szdmat mi hatarozhatjuk meg.
A mintdk egyiittes szama befolyasolja a konfidenciahal-
maz megbizhatésagi szintjét. Olyan modszert vezetiink
be, amely tetszSleges (racionalis) szinthez képes halmaz-
becslést épiteni. Legyen a kivant (raciondlis) megbizha-
tésagi szint értéke p. A p szamot irjuk fel két egész szam,
q és m hanyadosaként. Az m paraméter hatirozza meg a
mintak egytittes szamat, a g paraméter pedig az elfogad-
hat6 rangok szdmat. Az Gjra-mintavételezés f6 gondola-
ta, hogy a valédi paraméter esetén az eredeti minta és az
alternativ mintak egyiittesen felcserélhetSk, ezért amikor
osszehasonlitjuk az adathalmazokat egymdssal és sorba
rendezziik 6ket valamilyen (szigort) rendezés segitségé-
vel, akkor minden lehetséges sorrendnek ugyanannyi
lesz a valészintsége. Kovetkezésképpen a valodi paramé-
ter tesztelésekor az eredeti minta rangja egyenletes el-
oszlast lesz az {1, ..., m} halmazon (Csiji-Campi—
Weyer 2014). Az {1, ..., m} halmazbdl tetszbleges g ran-
got elbre elfogadhaténak rogzitve egy egzakt p megbiz-
hat6sdgi szinttel rendelkez§ probéat kapunk. Ebben a
cikkben dltaliban rogzitiink egy g értéket, és az ennél
nem nagyobb rangokat vilasztjuk clfogadhaténak.

Az Gjra-mintavételezés elénye, hogy gyenge statiszti-
kai feltevésekkel ¢él. A minta pontos closzlasanak ismerete
nem sziikséges a probak elvégzéséhez, illetve a konfiden-
ciahalmazok megkonstrudldsihoz, egyediil egy invarian-
cia tulajdonsigot koveteliink meg az eloszldssal kapcso-
latban. Az invariancia dltaliban a gyakorlatbdl szarmazé
szimmetridra vagy felcserélhetéségre utal. A moddszer
nem ¢l er6s megkotésekkel a momentumokat illetGen, és
nem tesz fel regularitisi feltételeket az eloszlisrol.
Az sem elvaras, hogy az eloszlasok egy véges dimenzids
paraméter segitségével legyenek meghatirozva, vagy
strdségfiiggvénnyel rendelkezzenek, ezért a bemutatott
konstrukciék nemparaméteresnek tekinthetdk.

Alkalmazasok

Az Gjra-mintavételez6 modszert szamos feladatra Iehet
alkalmazni. Ebben a cikkben a regresszios és osztilyoza-
si feladatok segitségével mutatjuk be az Gjra-mintavétele-
z6 modszereket és elméleti garanciaikat. Specidlis reg-
resszios feladatként el@szor a varhaté értékre vezetjiik be

a konstrukciot, majd a feltételes virhaté érték fiiggvény-
re, az Gn. regresszios fliggvényre altalanositjuk az eljarast
a regresszio és az osztilyozis esetében.

Varhato érték

Legyen adott egy véges sok elembdl all6 fiiggetlen min-
ta. Tegytik fel, hogy minden megfigyelésnek ugyanaz a
varhat6 értéke és szimmetrikus az eloszlasa a varhat6 ér-
ték koril. A feladatunk, hogy konstrualjunk konfidencia-
halmaz-becslést a virhat6 értékre.

Az SPS-modszer 6 feltevése az, hogy szimmetrikus
closzlissal dolgozunk. Ezt haszndljuk ki az alternativ
mintik generaldsa soran. Egyenként teszteljik a lehetsé-
ges varhato6 értékeket. Az SPS alapotlete, hogy a varhatéd
érték jelolt segitségével szimmetrizialhatunk. Ha a jelolt
megegyezik a szimmetriatengellyel, akkor minden meg-
figyelés felcserélhets a jeloltre vett szimmetrizaltajaval,
azaz az igazi szimmetriatengely esetében a szimmetria-
tengelytdl vett tavolsag fliggetlen attdl, hogy a szimmet-
riatengely melyik oldaldra esik az adott megfigyelés. Az
alternativ mintakat agy alkotjuk meg, hogy a tesztelt pa-
ramétertdl vett tivolsigokat meghagyjuk, de a paramé-
terhez viszonyitott helyzetet (a paramétertdl vett kii-
lonbség elbjelét) véletlenszertien tjrageneraljuk minden
megfigyeléshez, azaz a tesztelt paraméterhez egy vélet-
len elGjellel adjuk hozza az eredeti minta és a tesztelt
paraméter kiilonbségét. Az 1. 4bra mutatja be az Gjrage-
neralds menetét. Az abrahoz kapcsolddo példiban a ge-
nerdlt el§jelek hirom alternativ mintaelem értékét val-
toztattdk meg az eredeti mintahoz képest. Ezeket a
mintapontokat piros szinnel emeltiik ki. A bemutatott
tesztelési eljards azért lesz hatékony, mert ha a valodi
szimmetriatengely segitségével szimmetrizalunk, akkor
az 0j minta eloszlasa megegyezik az eredeti minta elosz-
lasaval, azonban ha egy valédi tengelytdl eltérd értéket
teszteliink, akkor az alternativ mintak eloszlasa megval-
tozik az eredeti minta eloszlasihoz képest. Ezt a kiilonb-
séget tudjuk a probaval kimutatni. Fontos észrevétel,
hogy minden paraméterhez hasznalhatjuk ugyanazokat a
véletlen elGjeleket, ezért elegendd véges sok generaldst
végezniink.

Az 6sszehasonlitishoz egy rangsort fogunk feldllitani a
mintak kozott. Tekintjiik a mintak atlagainak négyzetes
hibdjat a tesztelt paraméterhez képest. Az eredeti minta
atlaga nem fiigg a tesztelt paramétertdl, ezért az eredeti
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2. 4bra 50%-0s konfidenciaintervallum a virhat6 értékre

Forris: Szentpéteri—Csiji 2023

mintdhoz tartoz6 hiba egy olyan parabola alaka fiigg-
vénygrafikont hatiroz meg, amelynek a nullhelye a min-
tadtlaghoz tartozé pontban van. Az alternativ mintak
esetében is egy parabolit kapunk hibafiggvénynek a le-
hetséges paramétereken, de megmutathatd, hogy ezek a
parabolik nagy valoszintséggel laposabbak, mint az ere-
deti mintdhoz tartozé parabola (Csdji—Campi—Weyer
2014). Az 50%-os konfidenciatartomdny esetében példa-
ul azokat a valés paramétereket fogadjuk el a rangteszt-
tel, amelyeknél az eredeti mintahoz tartoz6 hibafiigg-
vény kisebb, mint az alternativ mintikhoz tartozé
hibafiiggvény (2. dbra). Altalinossagban a g/m megbiz-
hatésagi szintd konfidenciahalmazok azokat a paraméte-
reket tartalmazzak, amelyekre az eredeti mintahoz tarto-
z6 hibafiiggvény értéke legfeljebb a g-adik legkisebb a
hibafiiggvények kozott.

A leirt médon megkonstrualt konfidenciahalmazok-
nak szdmos el6nyiik van. Vildgos, hogy kizardlag szim-
metriat feltételeztiink a minta eloszlisirol. Megmutatha-
td, hogy a varhaté érték létezése sem sziikséges ahhoz,
hogy egzakt konfidenciahalmazt kapjunk a szimmetria-
tengelyre. A bemutatott modszer az 6sszes szimmetrikus
eloszlds esetén alkalmazhat6 (pl. normalis eloszlds, Lap-
lace-closzlas, egyenletes eloszlis, Cauchy-eloszlas stb.).
Bebizonyithatd, hogy a konstrukcié egzakt, azaz a meg-
bizhatésagi szintet pontosan meg lehet vélasztani.
A modszer konzisztencidja megfelel6 momentumfelte-
vések mellett teljestil, és belathatd, hogy a konfidencia-
halmaz aszimptotikus tulajdonsagai jol kozelitik a nor-
malis kozelitésen alapulé konfidenciaintervallumokat
(Weyer—Campi—Csiji 2017), ezért kozel optimalisak is.
Belathat6 tovabba, hogy a modszer egy intervallumot ad
a varhat6 értékre, melynek két végpontjat hatékonyan ki
lehet szamolni. Szub-Gauss-eloszlds esetén az interval-
lum méretének konvergenciaratija is bekorlatozhaté
(Szentpéteri—Csigi 2023).

Sztochasztikus garanciak a gépi tanulasban

Regresszio

A regresszi6 soran adott egy bemenet-kimenet parokbol
allé 7 elemd minta, ahol a kimenetek egy ismeretlen va-
16s értékd tiiggvény véletlen bemenetekben vett értékei-
nek zajos kiértékelései. Tegytik fel, hogy a zaj varhaté
értéke nulla. Ilyenkor az ismeretlen fiiggvény megegye-
zik a kimenetnek a bemenetre vett feltételes varhat6 ér-
ték fiiggvényével, az Gn. regresszios fiiggvénnyel. Ez a
fiiggvény szamos gyakorlati feladatban jatszik kulcsszere-
pet. Példaul a bankok a hitelekbdl szarmazé varhato pro-
fitot, az egészségiigyben a paciensek virhaté élettarta-
mat, a novénytermesztSk a varhatd termés mennyiségét,
a kereskeddk a kiilonb6z6 termékek arat modellezhetik
ilyen tipusu feladattal. Ha nincsen magyardzoé valtozé a
feladatban, akkor specidlis esetként visszakapjuk a korab-
ban vizsgalt varhat6 érték becslés problémit.

A regresszios fiiggvényre adhaté konfidenciahalmaz-
becslést ismét egy Gjra-mintavételezd proba segitségével
konstrudljuk meg. Feltessziik, hogy adott a lehetséges
regresszios fiiggvényeknek egy csaladja. Példdul a linedris
regresszié soran ez a modellosztily egy véges dimenzids
linedris tér, de a kernel médszerek esetében a modellosz-
taly akidr egy végtelen dimenzids reprodukilé magua
Hilbert-tér is lehet (Schilkopf~Smola 2002). Ezeket a
modelleket teszteljiik egy Gjra-mintavételez6 préba se-
gitségével.

Feltessziik tovabb4, hogy a zaj nulla varhat6 értékd, és
adott a transzformacidknak egy csoportja, amelyre nézve
a zaj closzldsa invaridns. Az egyszeriiség kedvéért e he-
lyett az absztrakt feltevés helyett a szimmetrikus példat
elemezziik. Ha a zaj eloszldsa szimmetrikus, akkor a
szimmetriatengelyre valé tiikr6zés nem befolydsolja a zaj
eloszlasat, ezért a tiikrozések csoportja adja a transzfor-
maciok csoportjit. Az érdekesség kedvéért megemlitiink
egy tovabbi példat. Ha a zaj komponensei felcserélhetk
(pl. fiiggetlen azonos closzlastak), akkor a zaj permuta-
ciokkal torténd keverése helyben hagyja a zaj eloszlasat,
ezért a permutdcidécsoportra teljesiil az invariancia tulaj-
donsdg. Ez azért is fontos példa, mert ilyenkor a zaj
komponenseinek eloszldsival kapcsolatban nem sziiksé-
ges feltevésekkel élntink. Mindazonaltal ebben a cikkben
tovabbra is a szimmetrikus esetre fékuszilunk.

A varhato értékhez kapcsolodod teszthez hasonldan a
visszafejtett zajok, az Gn. rezidulisok elGjeleit general-
juk Gjra az eredeti mintahoz képest. A 3. dbran lathaté
modon szimmetrizalds (elGjel-perturbacio) segitségével
kredljuk meg az alternativ mintdkat. Az abran szerepld
példaban a generalt el6jelek harom pirossal jelzett kime-
neti értéket véltoztattak meg az alternativ mintiban az
eredeti mintdhoz képest. Amikor az igazi modell segitsé-
gével torténik a generalds, akkor az eredeti mintaval fel-
cserélhetd alternativ mintdkat kapunk, azonban amikor
egy a regresszios fiiggvénytdl eltéré modellt teszteliink,
akkor az alternativ mintdk closzlasa megvaltozik az ere-
deti minta eloszlasahoz képest. Ezt a kiilonbséget mutat-
juk ki az Gjra-mintavételez$ probaval. Az 6sszehasonli-
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Uj mintak generaldsa
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3. 4bra

Forris: sajat szerkesztés

tastismét egy rangsorolo fliggvény segitségével végezziik,
ami sorba rendezi a rendelkezésre allé6 mintakat minden
egyes regresszios fiiggvény jelolt esetében. A rangsoro-
lashoz a linedris esetben a négyzetes hibafiiggvény gradi-
ensének normajat érdemes hasznalni. A részletes algorit-
mus megtalalhatdé Csdji, Campi és Weyer 2014-es
cikkében. Konnyen ellenérizhetd, hogy specidlis esetként
a varhat6 érték becslésénél haszndlt négyzetes eltéréssel
ckvivalens médszerhez jutunk.

A regresszios fliggvényre adott konfidenciahalmaz
nem-aszimptotikusan egzakt minden szimmetrikus zaj
esetén, a zaj closzlisinak pontos alakjatol figgetlendil.
Akdr az is megengedett, hogy a kiillonb6z6 bemeneti
pontokhoz kiiléonb6z8 szimmetrikus eloszldsok tartoz-
zanak. Azt sem koveteljitk meg, hogy a zajnak végesek
legyenek valamely momentumai, példdul akdr végtelen
variancidja is lehet. A linedris regresszio esetében belat-
hat6, hogy a kapott konfidenciahalmaz csillagkonvex
(Csagi—Campi—Weyer 2014), és nagy valdszinlséggel
korlitos (Caré 2022). A linedris esetben a modszer
egyenletes konzisztencidjira is ismertek gyenge elégsé-
ges feltételek (Weyer—Campi—Csiji 2017), azaz minden
pozitiv epszilon szamra 1 valdszintiséggel legfeljebb vé-
ges sokszor nem keriil bele a konfidenciahalmaz a reg-
resszios fliggvényhez tartozé paraméter korili epszilon
sugart gombbe. Ez egyben azt is jelenti, hogy minden
regresszids fiiggvénytdl eltéré modell esetében az eluta-
sitas valoszintisége 1-hez tart. A konzisztencia fenndlla-
sdhoz gyenge statisztikai feltevésekre van sziikség a zaj és
a magyarazo6 valtozék momentumait illetGen.

Szamitasi szempontbdl hatékony kiilsG kozelités is
konstrudlhaté az SPS konfidenciahalmazhoz ebben a li-
nedris esetben. Egy konvex optimalizalasi feladat megol-
ddsa vezet a kiilsé kozelitéshez. Az optimalizaldsi feladat
egy ellipszoidot eredményez, amelynek a kozéppontja

Kimenetek

Bemenetek

Uj adatok generdldsa regressziohoz tetszdleges tesztfiiggvény esetén

megegyezik a normidlis approximaciobdl szairmazéd kon-
fidenciaellipszoid kozéppontjaval (Weyer—Campi—Csiji
2017). Mindazonaltal mig az aszimptotikus kozelités
csak heurisztikus megoldast szolgaltat, addig az SPS kiil-
s6 kozelitése tetsz6leges mintaszdmra garantilja a meg-
bizhatésagi szint alsé korlatjat.

A gradiens perturbalast nemlinedris modellek egy nép-
szerd csaladjira, a kernel médszerekre is lehet altalanosi-
tani (Csaji—Kis 2019). A 4. abran lathatd az eredmény
egy Osszetettebb nemlinedris feladatra, ahol a kernelizalt
regularizalt legkisebb négyzetes eltérés becslés koré épit-
jilk a konfidenciahalmazt az Gjra-mintavételezés segitsé-
gével. A 4. dbran feltiintettiik a regresszids figgvényt és
a regresszios fliggvény reprodukilé magt Hilbert-térbe-
li idedlis reprezentacidjat, ami a bemeneti pontokban in-
terpoldlja a regressziés fiiggvényt. E két modell kozott
az 4brin szereplS példiban elhanyagolhat6 kiilonbség
van. Az SPS kernelizalt valtozata az idealis reprezentacio-
hoz épit egzakt konfidenciahalmazt a reprodukalé magua
Hilbert-tér egy véges dimenzids alterében. A 4. dbrin
szinskala jelzi a tesztelt fliggvényekhez tartozé relativ
rangokat, melyek az egymdsba dgyazott konfidenciahal-
mazok szignifikanciaszintjeit is meghatarozzak.

Az SPS-becslést szamos tovabbi nemlinearis problé-
mira lehet dltaldnositani. Az Gjra-mintavételezést tetsz6-
leges fiiggvényjeloltre el lehet végezni, azonban a hiba-
fiiggvény gradiensét tetszSleges tesztfiggvényre nem
egyszerd dltalanositani. Mindazonaltal a varhat6 értéknél
megismert modszert egy pontbecslés segitségével defini-
alhatjuk tetszlleges regresszids feladatra. Tekinthetjiik
példaul a pontbecslés empirikus eltérését a tesztelt fligg-
vénytSl minden minta esetében. Ezeknek a hibiknak a
méretével sejtésiink szerint dltaliban olyan rangsorold
fiiggvényt konstrudlhatunk, amely gyenge statisztikai fel-
tételek mellett is konzisztens halmazbecslésekhez vezet.
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4. 4bra Regresszids fiiggvény konfidenciahalmaz-becslése nemlinedris

kernelizilt regularizilt regresszié (KRR) segitségével szinkodolt
szignifikanciaszintek szerint

Forris: Csiji—Kis 2019

Binaris osztalyozds

A regresszidhoz hasonldan itt is adott egy »# elemd min-
ta, azonban a kimenetek csupin kétféle értéket vehetnek
fel. Ezt a két értéket a +1 és a —1 értékekkel azonositjuk.
Szamos hétkoznapi probléma fogalmazhaté meg az osz-
talyozas nyelvén. Példaul az egészségligyben a picien-
sekrdl kell eldonteni, hogy fert6zottek-e bizonyos ma-
gyardzé valtozok alapjan, a pénzintézeteknek a lehetséges
ugyfeleikrdl kell eldonteni, hogy hitelképesek-¢ a meg-

Sztochasztikus garanciak a gépi tanulasban

adott adataik alapjan, a gyartasban pedig a késziil6 alkat-
részek kozil kell kiszlrni a selejtes termékeket minél
hatékonyabban.

Toviabbra is a feltételes varhaté érték fiiggvényre, azaz
a regresszios figgvényre adunk konfidenciahalmaz-becs-
lést. A regresszios fiiggvény nemcsak az optimdlis osztd-
lyozét hatirozza meg, de a félreosztalyozds valdszindisé-
gét is minden lehetséges bemenetre, ezért is van
kozponti szerepe az osztilyozasi feladatban. Vildgos,
hogy a szimmetrikus feltevés ebben az esetben csak ak-
kor teljesiil, ha a feltételes varhaté érték konstans nulla.
Ilyenkor a kimeneti valtozok fiiggetlenek is a bemene-
tektSl, ezért ez a példa nem tal érdekes. Ugyanakkor a
regresszi6s fliggvény megadja a kimenetek feltételes el-
oszlasat a bemenetekre nézve. A bindris értékkészlet mi-
att elégséges, hogy minden magyarazé vektorhoz ki tud-
juk szamolni a +1 és a -1 érték feltételes valoszintiségét a
regresszids fliggvénybdl. Kovetkezésképpen, az oszti-
lyozds esetében a tesztfiiggvény altal meghatirozott fel-
tételes eloszlasbol generaljuk az alternativ kimeneteket
az eredeti minta bemeneteihez (5. abra). Kizardlag
olyan (mérhet§) fiiggvényeket teszteliink, amelyek ér-
tékkészlete —1 és +1 kozé esik, mert ezek definidlnak
értelmes feltételes eloszlasokat. Amikor a valédi regresz-
szi6s fuggvényt teszteljik, akkor az alternativ minta fel-
cserélhetd az eredeti mintdval, ha pedig egy regresszios
fiiggvénytdl eltérs jeloltet teszteliink, akkor az alternativ
mintak eloszlasa kiilonbozik az eredeti minta eloszlasa-
tol, és ezt a kilonbséget mutatjuk ki a rangsorol6 fiigg-
vény segitségével.

A rangsorol¢ fliggvény definialdsa jelenti most is a leg-
nagyobb kihivast. Hagyatkozhatunk a regresszios fligg-
vény egy pontbecslésére (Tamis—Csigi 2022) és a pont-
becslés empirikus hibajara, vagy egy Osszetettebb

Uj mintéak generaldasa

-1

x
x

S
>

Bemenetek

5. 4dbra

Forris: sajit szerkesztés

Bemenetek

Uj adatok generildsa binaris osztdlyozdsra egy megengedett tesztfiiggvény esetén
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6. ibra A regresszios fiiggvény konfidenciahalmaz-becslése bindris osz-

tilyozds esetén szinkodolt konfidenciahalmazokkal (1d. 4. 4bra)

Forris: Tnmis—Csigi 2020

modszerrel a mintdkhoz tartozo (feltételes) kernel dtlag
beagyazasok segitségével is definidlhatunk rangsorold
fiiggvényeket (Csaji—Tamds 2019; Tamdas—Csigi 2022).
A tesztelt fiiggvényekhez tartozé rangokat egy szinskala-
val azonositva a kiilonb6z6 rangokhoz tartozé konfiden-
ciahalmazokat egyszerre is dbrazolhatjuk. Ez lathat6 a
6. dbran egy logisztikus fiiggvénycsalad esetén.

A fenti modszerrel tetszleges regresszids fiiggvényt
tesztelhetiink. A konstrukcié egzakt véges mintis garan-
ciat szolgaltat az elsG faja hiba valoszintiségére. Beldtha-
t6, hogy ha egy pontbecslésre épitjlik a rangsorol6 fiigg-
vényt, akkor a konfidenciahalmaz 6rokli a pontbecslés
konzisztencidjat (Tamas—Csdagji 2022). A konzisztencia
ebben az esetben is azt jelenti, hogy minden a regresszi-
Os fuggvénytdl eltérd fuggvény jelolt 1 valoszintiséggel
legteljebb véges sokszor lesz elfogadva az Gjra-mintavé-
telezd proéba altal. Specialis esetekben a konfidenciahal-
mazok egyenletes konvergencidjira is adhaté korlat a
fiiggvényosztily VC dimenzidjinak segitségével, ameny-
nyiben a paraméterezés inverz-Lipschitz folytonos
(Tamdas—Csagi 2023).

Konklazio

A gépi tanuldsi modszerek bizonytalansiginak megha-
tdrozasa naprol napra fontosabb feladatta valik, és a mes-
terséges intelligencia stabil, biztonsiagos és szabalyozott
alkalmazasaihoz elengedhetetlen. A  bizonytalansag
kvantifikdlasaban kulcsszerepet jitszanak a konfidencia-
halmazok és a statisztikai probdk. Ebben a cikkben tjra-
mintavételezd eljardsokat mutattunk be konfidenciahal-
mazok konstrudldsira. Ez a flexibilis keretrendszer
szamos statisztikai problémahoz nyujt hasznalhaté se-
gédeszkozt. A technika legnagyobb elénye a paraméte-
res modszerek tobbségével szemben, hogy nagyon gyen-
ge, a gyakorlatban jol hasznalhaté statisztikai feltevések

mellett biztosit elméleti korldtokat. A cikkben a regresz-
szi6s tiiggvényre épitiink konfidenciahalmaz-becslést egy
Gjra-mintavételezd eljards segitségével az osztilyozas és a
regresszid esetében. Egzakt, nem-aszimptotikus és el-
oszlas-fiiggetlen garanciakkal latjuk el a konstrukciokat,
és a modszer szamos gyakorlati elényét elemezzik. A vé-
ges mintas korlatok mellett vizsgaljuk a konfidenciahal-
mazok aszimptotikus viselkedését és elégséges feltételek-
kel biztositjuk a becslések konzisztencidjat.
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