Alkalmazott Matematikai Lapok 37 (2020), 365-379.
DOI: 10.37070/AML.2020.37.2.16

SZTOCHASZTIKUS GARANCIAK BINARIS KLASSZIFIKACIOHOZ

TAMAS AMBRUS ES CSAJI BALAZS CSANAD

A binaris klasszifikacié a statisztikus tanuldselmélet egyik alapvetd problé-
méja. A jelen cikk célja a kimenetek bemenetekre nézve vett feltételes varha-
t6 értékének — a regresszids fiiggvénynek — megbecslése és a becslés bizonyta-
lansdgédnak vizsgalata. A regresszids fliggvény el6jele meghatarozza a Bayes
optimélis osztalyozdét, valamint segitségével a félreosztalyozas kockazata is
kiszamolhat6. Bevezetiink egy tjramintavételezésen alapulé keretrendszert
és hdrom kernel-alapu algoritmust, amelyek gyenge feltételek mellett képesek
egzakt, nem-aszimptotikus konfidenciahalmazokat konstrudlni a regresszids
fiiggvényhez, és er6sen konzisztensek is.

1. Bevezetés

Az osztélyozds vagy klasszifikdcid a statisztikus tanuldselmélet [10] egyik alap-
vetd probléméja, amelyet szdmtalan teriileten (pénziigy, egészségiigy, ipar, stb.)
alkalmaznak. A (bindris) klasszifikdcié sordn adott egy fiiggetlen azonos eloszldst
(i.i.d.) minta, Do = {(z;, ¥:)}1q, az (X, Y) véletlen vektor ismeretlen eloszlasdbdl,
P, ahol z; az i-edik bemenet és y; € {+1, —1} az i-edik megfigyelés cimkéje.

Osztdlyozdknak nevezzikk a g : X — {+1,—1} alakd (mérhetd) fiiggvénye-
ket. Altaldban a klasszifikdcié célja, hogy minimalizdlja az a priori kockazatot,
az R(g) = E[L(Y,g(X)] fiiggvényt, ahol L egy tetszSleges (mérhetd) veszteség-
fliggvény. Bayes optimalis osztalyozénak hivjuk és g.-gal jeloljiik azt a fiiggvényt,
ahol ez a minimum felvétetik. Ebben a cikkben a 0 /1 veszteségfiiggvényt hasznal-
juk, azaz L(y, g(z)) = I(g(x) # y), ahol I az indikator fiiggvény. Ebben az esetben
az a priori kockdzat a félreosztélyozds valészintlisége, R(g) = P(g(X) #Y ), és
levezethetd [4], hogy minden z € X esetén g.(z) = sign(E[Y | X = z]). Vegyiik
észre, hogy a feltételes varhaté érték fuggvény fi(x) = E[Y | X = x}, amit a to-
vabbiakban regresszids fiigguénynek neveziink, tobb informaciét hordoz magaban,
mint g., ui. f.-bol maga a kockédzat is kiszamolhat6. Ezért a jelen cikk a reg-
resszios fliggvényhez adhaté sztochasztikus garanciakkal foglalkozik. Fé tjdonsaga
egy ujramintavételezésen alapuld keretrendszer bevezetése, amelynek segitségével
nem-aszimptotikusan garantalt, egzakt konfidenciahalmazokat épithetiink, melyek
— a megfigyelések eloszlasatol fiiggetleniil — egy tetszbleges, elére meghatarozott
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valdszintliséggel tartalmazzak a regresszids fliggvényt. A javasolt — Monte Carlo és
bootstrap tesztekhez hasonlé — keretrendszert véges-mintds rendszer identifikdcids
mddszerek [2] motivéltak.

A konfidenciahalmazokat egy adott modellosztalyban konstrudljuk meg, ami
lehet tetszélegesen tég, akar végtelen dimenzids is. A javasolt keretrendszer se-
gitségével harom kernel-alapi algoritmust [3] is bevezetiink, amelyek egzakt kon-
fidenciatartomanyokat konstrualnak, valamint erdsen konzisztensek, azaz a hamis
modellek — gyenge feltételek mellett — a mintaméret névekedésével egy valdszinii-
séggel kikeriilnek a konstrudlt konfidenciahalmazokbdl.

2. Reprodukal6é magu Hilbert-terek

Legyen adott egy f : X — R alaku fliggvényekbol allé6 Hilbert-tér, H, a hoz-
zétartozé (-, - )y skaldrszorzattal. Azt mondjuk, hogy H egy reprodukdld magi
Hilbert-tér (RKHS), ha a kiértékeld linedris funkcionél 6, : f — f(x) minden
z € X esetén korldtos. Ekkor a Riesz reprezenticids tétel alapjan létezik k(,-),
hogy minden = € X esetén k(-,x) € H és f(z) = (f,k(-,x) )n. Ezt hivjuk a re-
produkdld tulajdonsdgnak és a k : X x X — R fiiggvényt a kernelnek. Specidlisan
(k(,2),k(-,y) )u = k(z,y), amib8l kovetkezik, hogy k szimmetrikus és pozitiv
definit. Megforditva, minden szimmetrikus, pozitiv definit fiiggvény egyértelmiien
meghataroz egy RKHS-t (1d. Moore-Aronszajn tétel [1]). A legelterjedtebb ker-
nelek kozé tartozik a Gauss kernel, k(z,y) = exp(—ll==vl’/202) ahol o > 0 és a
polinomiélis kernel, k(z,y) = (zTy + ¢)¢ ahol ¢ > 0 és d € N.

Egy adott Dy mintdhoz tartozé tn. Gram métrix, K € R"*™ a kernel értékek
segitségével hatdrozhaté meg: K; ;= k(x;,x;),1 <1i,j < n. Megmutathatd, hogy
ez mindig egy (adatfiiggd) szimmetrikus, pozitiv szemidefinit métrix.

Legyen most X egy metrikus tér és Z C X kompakt. Jelolje tovdbbd C(Z)
a Z-n értelmezett folytonos fiiggvények terét a szuprémum norma altal generdlt
metrikdval és H(Z) = span{k(-, z) : z € Z} C H, azaz a k(-,z), z € Z, fiiggvények
altal kifeszitett teret. Azt mondjuk, hogy egy k kernel univerzdlis, ha minden Z
kompakt halmaz, f € C(Z) fiiggvény és € > 0 esetén létezik h € H(Z), hogy
sup,ez | f(x) — h(x)| < €, azaz H(Z) stird a C(Z) térben az uniform topoldgiaval.

Egyik fontos alkalmazdsa az RKHS-eknek a kernel dtlag bedgyazds [8], amely
eloszlasokhoz rendel RKHS-beli elemeket, a kernel segitségével:

2.1. Definicid. Legyen (X, X) egy mérhetd tér és jelolje M, (X) a valdszinti-
ségi mértékek halmazat ezen a téren. Ezeknek a valdsziniiségi mértékeknek egy k
kernellel ellatott H RKHS-be val6 atlag bedgyazasat az alabbi médon definialjuk:

BML(X) > H, e u(P) :/k(x,-)dP(a:), (1)

feltéve, hogy ez a Bochner integral 1étezik.
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A kernelt karakterisztikusnak hivjuk, ha az imént definidlt bedgyazds, p, in-
jektiv. Ekkor a bedgyazott elem megdrzi az eloszlasban rejlé informéciot, példaul
minden P,Q € M (X) esetén, ||u(P) — u(Q)]l,, = 0 pontosan akkor, ha P = Q.

Belathaté, hogy a Gauss kernel univerzalis és karakterisztikus is; valamint ha
X kompakt, akkor az univerzalitdsb6l mar kovetkezik is a karakterisztikussédg [8].

A mi esetiinkben a minta eloszlasa ismeretlen, ezért a bedgyazédsat is csak be-
csiilni tudjuk a tapasztalati eloszlas segitségével. Ezt tobbek kozott azért tehetjiik
meg, mert a nagy szdmok erds térvénye (NSzET) éltaldnosithaté olyan véletlen
elemekre is, amelyek értékiiket egy szepardbilis Hilbert-térbél veszik [9]:

2.1. TETEL. Legyen {X,} fiiggetlen véletlen elemek sorozata egy H szepara-
bilis Hilbert-térbél. Vezessiik be a Var(X) = E[| X — E[X]||3,] jelolést. Ekkor

i % < 00 = % Zn:(Xk - E[X}]) = 0, (2)
n=1 k=1

egy valosziniiséggel, n — oo esetén, a skalarszorzat altal indukalt metrikaban.

3. Ujramintavételezo eljaras

Eloszor azt a keretrendszert mutatjuk be, amelynek segitségével olyan konfi-
denciahalmazok konstrualhaték, amelyek a regresszios fiiggvényt, f.-ot, pontosan
egy altalunk megvalasztott valdsziniiséggel tartalmazzak a minta méretétdl fiigget-
leniil. Korabban méar emlitettiik, hogy a vizsgalt regresszios fliggvény megegyezik
a feltételes varhaté érték fliggvénnyel, és a kovetkezd alakban irhaté

filz) = E[Y | X=z]=2-P(Y=41|X=2z) — 1. (3)
A tovabbiakban fel fogjuk tenni, hogy
(A0) X C RY és az {(z;,v:)}"; minta fiiggetlen, azonos eloszlasi (i.i.d.);

(A1) adott (mérhetd) regresszids fiiggvényeknek egy paraméterezett F csalddja,
amely tartalmazza f,-ot, azaz f, € F = {fg X—=[-1,41] ] 6€06 };

(A2) a paraméterezés injektiv, azaz minden 6y # 0 € O esetén
| for = foull7 = /X(fel(x) — fo.(x))*dB:(x) # 0, (4)

ahol P, a bemenetek eloszldsa (a P eloszlds egy peremeloszldsa).

Az egyszerliség kedvéért gy tekintiink ©-ra, mint paramétertérre, de nem tessziik
fel, hogy ez véges dimenzids, példaul maguk a fiiggvények is lehetnek a paraméte-
rek. Az optimalis f,-hoz tartozé paramétert 6*-gal jeloljiik, azaz f, = fo«.

Az tjramintavételezés soran az i.i.d. tulajdonsagbdl fogunk kiindulni. Az otle-
tiink az, hogy ha adott egy 6 paraméter, akkor generalhatunk alternativ cimkéket
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a meglévo bemenetekhez a paraméterhez tartozé feltételes eloszlas segitségével,
ami lefrhaté a kovetkezdképpen:

1 1-—
Po(Y =+1 | X =2) :%, Po(Y =—1| X =2) :#. (5)
Adott 0 esetén generdlunk m — 1 \j alternativ mintdt, azaz legyen
Di(0) = ((x1,9:1(0)), -, (T, yin(0))), (6)
minden ¢ = 1,...,m—1 esetén, ahol minden (3, j) parra y; ;(6) egy véletlen generalt

véltozd a Po(Y | X = z;) feltételes eloszldsbdl. Az egyszerliség kedvéért ezt a
jelolést kiterjesztjitk a Dy esetre, azaz V0 : Dy(0) =Dy és Vj : yo;(0) = y;.
Természetesen minden mintdt tekinthetiink egy n dimenzids véletlen vektornak
és D1(0), ..., Dp—1(0) mindig feltételesen fiiggetlenek adott bemenetek esetén. Az
egyik legfontosabb észrevételiink, hogy ha 6 # 0*, akkor Dy eloszldsa dltalaban
kiilonbozik a tobbi minta eloszlasatél. Ez a kiilonbség egy statisztikai prébaval
kimutathaté. Mindazondltal Dy és D;(6*) eloszldsa megegyezik minden ¢ esetén,
igy a mintak statisztikailag nem kiilonboztethetéek meg ebben az esetben. Ezek
alapjan a modszeriink a kovetkezo lesz: ha a generalt mintak jelentésen eltérnek az
eredetitol, akkor kizarjuk a vizsgdlt paramétert, mig ellenkez6 esetben elfogadjuk
a paraméter dltal allitott hipotézist. A mintak Osszehasonlitdasat sokféleképpen
végezhetjiik. Erre a célra bevezetjiik a rangsorold fliggvény fogalmat.

3.1. Definicid. Legyen A C R" és [m] = {1,...,m}. Egy ¢ : A™ — [m] ti-
pust (mérhetd) fiiggvényt rangsorold fiiggvénynek neveziink, ha minden lehetséges

(a1y...,a;m) € A™ esetén teljesiti az aldbbi tulajdonsigokat:
(P1) A {2,...,m} halmaz minden p permutécidjira
w(alva@v"-,am) = w(alaap(Z)a"'vau(m))v (7)

azaz a fliggvény inivaridans az utolsé m — 1 elem sorrendmodositaséara.
(P2) Minden 4,j € [m] esetén, ha a; # a;, akkor

V(ai, {antizi ) # ¥(aj, {antiz ), (8)
ahol az egyszerlisitett jelolést (P1) indokolja.

A ¢ fliggvény kimenetét rangnak nevezziik. A kovetkez6 lemma egy fontos
észrevétel a felcserélhetd véletlen vektorok rangsoroldasaval kapcsolatban:

3.1. LEMMA. Legyenek Aq,..., Ay, felcserélhetd, m.m. paronként kilonbozd
véletlen vektorok A C R™-bél. Ekkor ¥( A1, Aa, ..., Ay) eloszldsa diszkrét egyenle-
tes, azaz minden k € [m] esetén, a rang k pontosan 1/m valdszindséggel.

Vegyiik észre, hogy ez a lemma az {4;} véletlen vektorok eloszldsatdl fiigget-
leniil teljesiil. Az allitas a felcserélhet&ségen miilik, ami a 6* segitségével generalt
minték és az eredeti minta esetében fenndll. A paronkénti kiilonbozéség sziikséges
feltétel ugyan, de altalaban kibévithetjiik a mintainkat egy véletlen permutacio, ,
kiilsnbozé elemeivel DT (6) = (D;(#), (i) minden i = 0,...,m — 1 esetén, hogy
a paronkénti kiilonboz6séget biztositsuk. Ezzel a bovitéssel a lemmat altalanosan
is alkalmazhatjuk tetszOleges felcserélhetd elemekre.
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4. Nem-aszimptotikus konfidenciahalmazok

Legyen adott egy rangsorold fliggvény, v, ami a kiterjesztett mintdkon van ér-
telmezve, azaz ¢ : (X x Y)™ x [m] — [m]. Tovébbd legyenek p,q € [m] tetszéle-
ges segédparaméterek gy, hogy p < ¢ teljesiil. A ¢ fiiggvény altal meghatarozott
konfidenciahalmazt definidljuk a kovetkez6é modon:

@15 ={0€0:p < (D5, {D;(O)}izo) < q}, 9)

ahol o = (m,p,q) a segédparamétereket jeloli. Latni fogjuk, hogy m,p és ¢ dlta-
lunk vélaszthaté meg és ezek segitségével konnyedén beallithaté a konfidenciaszint.
A 3.1. Lemma segitségével belathaté az aldbbi dltaldnos tétel, ami egyben a cikk
egyik legfontosabb eredményét képezi.

4.1. TETEL. Az A0, Al és A2 feltételek mellett, minden v rangsorolé fiiggvény
és 0 = (m, p, q) egész segédparaméterek esetén, amelyekre fenndl 1 < p < g < m,

qg—p+1
—

P(0*€0¥) = (10)

A tétel nagyon altalanosan garantalja az ,igazi” regresszios fiiggvény, f., egzakt
tartalmazasi valésziniiségét, nem fiigg a minta eloszldsatol — azaz eloszlds-filiggetlen
— és a rangsorolé fiiggvény megvalasztasatol sem. Nem-aszimptotikus eredmény,
tehat a konfidenciaszintet a minta mérete nem befolyésolja, s6t, azt mi allithatjuk
be p, ¢ és m megvalasztdsdaval. Vildgos, hogy tetszbleges (raciondlis) szint elérheté.
A p paramétert ebben a cikkben minden alkalommal 1-nek valasztjuk meg, ezért
a késébbiekben &ttériink a o = (m, q) jelolésre.

Egy konfidenciahalmaz mindig alkalmas hipotézisvizsgdlatra is. Ebben az eset-
ben egy rangsorol6 fiiggvény segitségével tetszéleges regresszios fliggvény jelolt
tesztelheto, azaz meghatdarozhatunk egy statisztikai probdt, ami elfogadja azt a
nullhipotézist, hogy a regresszids fiiggvény megegyezik a jelolttel, ha a rang értéke
p és q kozé esik. A tétel ilyenkor a préba szintjét hatarozza meg egzakt mddon,
amibdl az elsdfaji hiba valésziniisége is meghatarozhato.

Az altalanossagbdl adéddan ez a tétel megengedi patologikus rangsorolé fligg-
vények hasznalatat, példaul olyanokét, amelyek csak a mintakhoz csatolt véletlen
permutaciétol fiiggnek. Természetesen ezeket szeretnénk elkeriilni, ezért vizsgdljuk
a konfidenciahalmazaink egy maésik tulajdonsdgat az an. erds konzisztencidt. In-
tuitivan, egy erdsen konzisztens mddszer esetén a rossz paraméterek a mintaszam
novekedésével kikeriilnek a konstrudlt konfidenciahalmazokbol.

4.1. Definicio. Jeldlje az n elem@i mintara konstrualt konfidenciahalmazt @g’,n.
Egy modszert erésen konzisztensnek neveziink, ha V 0 # 6% 6 € © esetén:

P(ﬁ@{@eeﬁn}>:0. (11)

k=1n=~k
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Az erds konzisztencia a konfidenciahalmazhoz kapcsol6dé préba esetében a md-
sodfaju hibdra ad aszimptotikus garanciat, ugyanis azokat a konfidenciahalmaz-
sorozatokat tekintjiik erésen konzisztensnek, amelyek 1 valészintiséggel csak véges
sok n-re fogadnak el egy ,rossz” hipotézist. Ebbol kovetkezik, hogy ilyenkor a
,rossz” hipotézisek elfogadasi valészintisége — azaz a proba mésodfaja hibajanak
valészintisége — nullahoz tart, amit egy préba konzisztencidjanak szoktak nevezni.

A tovabbiakban bevezetiink harom algoritmust, amelyek egzakt és erésen kon-
zisztens konfidenciahalmazokat konstrualnak egy-egy kernel-médszer segitségével.

4.1. Algoritmus I (szomszédsig alapii)

Az els6 algoritmus a k-legkozelebbi szomszéd (kNN) mddszerbél indul ki. Az
az Otlet, hogy adott 0 esetén megbecsiiljiik az fy fiiggvényt kiilon-kiilon minden
mintdbdl a kNN mddszer segitségével. Fzeket a becsléseket aszerint fogjuk Gssze-
hasonlitani, hogy melyikiik becsli pontosabban az fy fiiggvényt.

Az els6 algoritmushoz feltessziik a kovetkezoket:
(B1) X kompakt,
(B2) a bemenetek eloszlasanak tartéja az egész X, azaz supp P = X
(

2
B3) B abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
A kNN becsléseket definidlhatjuk a kovetkezé médon

ézzl(x) = i Z yi)j(e)]l(xj € N(x,kin)), (12)

ahol N(z, k) jeloli az x pont k;, legkozelebbi szomszédjat az {x;}}_; halmazbdl.
Az euklidészi metrikdt hasznaljuk X-en a szomszédok meghatdrozasahoz. Mivel
P, abszolut folytonos, (12) Lebesgue-majdnem mindeniitt jél-meghatdrozott.

Tekintsiik a becsléseink L2-hib4jit, azaz minden i = 0, ..., m — 1 esetén legye-
nek a Z\) (0) referenciavaltozok a kovetkezok:

290) = fo = 15218 = [ Gole) = k@) (13)
A rangsorol6 fiiggvényt ezek segitségével a kovetkez6 alakban irjuk fel:
m—1
Ra(0) = 1+ Y L(Z(0) <= Z9(0)), (14)
i=1
ahol ,,<,” egy szigord rendezés a ZT(LO)(H)7 .,z (0) elemeken a kivetkezOkép-

pen definidlva: Z” (0) <x Z,(Lj)(G) akkor és csak akkor, ha ZT(Lk)(G) < ZT(Lj)(G) vagy
zk) (0) = Z,(ﬂ)(ﬂ), illetve 7(k) < 7(j). A kordbban haszndlatos jelolésekkel az elsé

algoritmusban
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A konfidenciahalmaz az el6z6ek alapjan a kovetkezd alakban adddik:
o) = {0ec0:R,(0) < q}, (16)

ahol o = (m,q), 1 < g < m §ltalunk valasztott egész értékii segédparaméterek.
A 4.2. Tétel foglalja 6ssze az els6 algoritmus fontos tulajdonsagait.

4.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy A0, A1, A2, B1, B2 és B3 teljesiil. Ekkor
P(9*€0l)) =q/m, (17)

minden mintaméretre. Tovabbd, ha {k,} olyan, hogy k, — oo és k,/n — 0, ha
n — 00, és ¢ < m, akkor Algoritmus I erésen konzisztens (11).

Az vildgos, hogy { fézzl} pontosan kiszamolhaté az adatokbdl, és szakaszonként

konstans. Tovabb4 || fo(?l — fo |3 szintén pontosan megkaphaté, tehat az algorit-
musunk gyakorlatban is megvaldsithat6. Mindazonaltal sok esetben gyorsabb, ha
Monte Carlo (MC) médszerrel kozelitjitk az integralok értékeit:

123
155~ 1ol = = 30 (i) — fol@n))’, (18)

" k=1
ahol ¢,, a MC minta mérete és {Z} i.i.d. egyenletes valészintiségi valtozok az X-en.
Ez az otlet a NSzET-bél adddik miszerint a (18) egyenletben szerepld étlag tart
I fé?L — fo|3-hez (m.m.), ha £, — co. Meggondolhaté, hogy az egzakt konfiden-
ciaszint megmarad, ha ezt a becslést haszndljuk a pontos integralértékek helyett.

A cikk végén szerepld tesztesetekben is ezt a kozelitést alkalmaztuk.

Vegyiik észre, hogy a kNN-moddszer tekintheté egy lokalisan atlagolé kernel-
modszernek, ahol minden ponthoz adaptaljuk az ablakfiiggvény méretét és helyze-
tét. Ezért egy természetes dltalanositdsa lenne Algoritmus I-nek, ha méasik lokélisan
atlagolé médszert valasztandnk a kNN helyett [6]. Noha a k(-,-) fiiggvényt ismét
kernelnek hivjuk, nem koveteljitk meg, hogy ez a fiiggvény pozitiv definit legyen.
Altalaban k(z,y) = K (x —y), ahol K nemnegativ és az origébdl kiindulva minden
sugdr mentén monoton csékkend. Ekkor adott kernel, k(-,-) — példdul Gauss —

esetén az { fe(lzb} becsléseket definidlhatjuk a kévetkez8képpen:

(©) T :L’ ZTj).
o) = z“ vy Zy” ) (19)

Ezekkel a regresszids fiiggvény becslésekkel is konstrudlhaték konfidenciahalma-
zok a korabbihoz hasonlé mdédon. Algoritmus I-nek a lokdlisan atlagolé kernel-
modszerekkel altalanositott varidnsai szintén egzakt konfidenciahalmazt épitenek.
So6t, mivel a kernel becslések egy jelentOs része univerzalisan erdsen konzisztens,
az algoritmusunk altalaban 6rokli ezt a tulajdonsdgot.
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4.2. Algoritmus II (bedgyazas alapi)

A masodik algoritmus alapotlete, hogy bedgyazzuk az eredeti minta eloszla-
st és az alternativ mintak eloszldsat egy RKHS-be egy karakterisztikus kernel
segitségével. Ha a generdld eloszlasok kiilonboznek az eredetitdl, akkor masik elem-
hez lesznek rendelve, mint az eredeti minta eloszlasa. Ezt az eltérést probaljuk a
tapasztalati eloszlasok segitségével statisztikusan kimutatni.

Algoritmus II-h6z legyen S = X x {+1, —1} a mintatér és legyen H egy S — R
tipusu fiiggvényeket tartalmazé RKHS. Feltessziik, hogy
(C1) a H reprodukdlé magu Hilbert-tér szepardbilis,
(C2) a H-hoz tartozé kernel mérhetd, korldtos és karakterisztikus.
Ha X = R? akkor S = R? x {41, —1} és hasznilhatjuk példdul a Gauss vagy a
Laplace kernelt, ui. ezek korldtosak és karakterisztikusak is [8].

Ertelmezziik az alabbi beagyazasokat

ha() = E[k(~S)] & he() = E[k(-,Sp)], (20)

ahol S, és Sy véletlen elemek az S térbol; S, eloszlasa az eredeti mintank ke-
resett ismeretlen eloszlasa, és Sy eloszlasdt a bemenetek peremeloszlasa és az fy
regresszids fiiggvény hatarozzak meg (1d. [4]).

A kernel korlétos, ezért E[ \/k(Sp, Sp) | < oo, igy {he} létezik és H-beli [3]. A
kernel karakterisztikus, tehat hy = h, pontosan akkor, ha 6 = 0*. Most legyen a
bedgyazott eloszlas tapasztalati valtozata a kovetkezd

M) = = 57 K 505(6)), (21)
j=1

minden i = 0,...,m — 1 esetén, ahol s;;(0) = (z;,y;,(0)); emlékeztetsiil
Yo,;(8) = y;. Més széval minden ¢ # 0 esetén s; ;(#) eloszldsa megegyezik Sy
eloszlésédval, tovadbbd sq ; eloszldsa megegyezik S, eloszlasaval.

Most definidljuk a {ZT(LZ)(G) mot véltozékat a kovetkezSképpen:

m—1
Z0O) = Y || — )12, (22)
j=0

azaz szamoljuk ki héizl teljes kumulativ tavolsagat az Osszes tobbi beagyazott elem-
tél. Erre azért van sziikség, mert dltaldban nehéz a ho(-) = E[ k(-, Sp) | fiiggvényt

explicite megadni és az ettol vett tavolsdgot kiszamolni. Ezek utan a @E)Z% konfi-
denciahalmaz hasonléan konstrudlhaté meg, mint kordbban, 1d. (16).

4.3. TETEL. Feltéve, hogy A0, Al, A2, C1 és C2 teljesiil, az Algoritmus II
altal konstrudlt konfidenciahalmazokra fennall, hogy

P(0*€0P)) = q/m, (23)

minden természetes n-re és o = (q,m), ¢ < m segédparaméterpdrra, valamint
q < m és 2 < m esetén a modszer erésen konzisztens.
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Vegyiik észre, hogy az algoritmus végrehajthatd, hiszen a bedgyazott elemek

négyzetes tavolsdga a Hilbert-térben, || héi)n - h(ej 7)L |3, kifejezhetd a reprodukald
tulajdonsag és az s;1(0),...,5:n(0),51(0),...,5;,(0) minta Gram maétrixdnak

segitségével, azonban a {ZS)(G)} valtozdk kiszdmoldsahoz szitkséges Gram mat-
rixok fliggnek a vizsgdlt 6 paramétertdl, igy ez a mdodszer nagy szamitdsigénnyel
rendelkezik és jelentOsége inkabb elméleti.

4.3. Algoritmus III (eltérés alapu)

Algoritmus III az el6z6 algoritmus intuiciéit kéveti, de ebben az esetben egy
egyszeriibb alakban definidljuk a {Zﬁz)(ﬁ)} valtozékat, ami miatt a Gram métrixot
elég csak egyszer kiszamolni az algoritmus soran, ennél fogva a szamitasigény ebben
az esetben jelentosen alacsonyabb, mint kordbban.

Algoritmus ITI-hoz feltessziik, hogy
(D1) X kompakt,
(D2) minden f € F folytonos,

(D3) H egy mérhetd, korldtos és univerzdlis kernellel ellatott szeparabilis RKHS,
ami X — R alaku fliggvényeket tartalmaz.

Legyen ¢;;(8) = v;,;(0) — fo(z;), minden ¢ = 0,.... m—1és j =1,...,n
esetén. Vegyiik észre, hogy ha i # 0, akkor ¢; j(#) nulla varhaté értékii minden j
esetén, mert fo(z;) = Eg[yi;(0)|x;].

Ebben a részben legyenek definidlva a {Z,(f)(ﬁ)} véltozdk az aldbbi médon:

n 2
’1

5261,3‘(9)16(',%) " (24)

Jj=1

Z0(0) =

minden i = 0,...,m — 1 esetén. Lathaté, hogy Z4(0) kiszamolhaté a K Gram
matrix, K; ; = k(z;,x;), segitségével ugyanis a reprodukélé tulajdonsag miatt

i 1
Z0(0) = — el (0) Kei(0), (25)
hasznélva az €;(0) = (£;,1(0),...,€i.n(0))T vektor jelslést.

Innentél fogva kovethetjiik Algoritmus I konstrukcidjat, azaz a rangsorold fligg-
vényt ugy definidljuk, mint (14)-ben és a konfidenciahalmaz megadhaté tigy, mint

(16)-ben, de természetesen most az 1j {Z,@(@)} véltozokat hasznéljuk.

4.4. TETEL. Feltéve, hogy A0, Al, A2, D1, D2 és D3 teljesiil, az Algoritmus
IIT altal konstrualt konfidenciahalmazokra fennall, hogy

P(0*€0P)) =q/m, (26)

minden természetes n-re és ¢ = (q,m), ¢ < m segédparaméterpdrra; tovabbd

q < m esetén a modszer erésen konzisztens.
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1. dbra. Egzakt, nem-aszimptotikusan garantdlt konfidenciahalmaz csalddok a bevezetett algoritmu-
sokhoz a paramétertérben (fenti dbrék: a, b, ¢, d) ill. a modelltérben (lenti 4brdk: e, f, g, h). A minta
Laplace eloszldsok keverékeként eléallitott szintetikus adatokat tartalmazott, a cél a keverési valdszi-
niiség (z-tengely) és a kozos skdlaparaméter (y-tengely) tartomdnybecslése volt. A szinek a referencia
elemek normalizdlt rangjdt — azaz az 1/m R, (0) értékét — mutatjdk. Minél sdtétebb egy pont szine,
anndl kisebb valdsziniiségii konfidenciahalmazokba is belekeriil. A paramétertérben szerepld fehér csil-

lag és a modelltérben szerepld tiirkiz fiiggvény az adatok generdldsdra haszndlt ,igazi” paramétereket
— px = 1/2 (z-tengely) és A, = 1 (y-tengely) — ill. regressziés fliggvényt jeldli.

5. Numerikus szimulaciok

Az algoritmusok szemléltetése végett numerikus kisérleteket is végeztiink szin-
tetikus és valés adatokon. El6szor, két Laplace eloszlas keverékeként eldallitott
mintdn mutatjuk be a mddszerek miikodését, majd egy valés adatokon alapu-
16 szivelégtelenség elérejelzési probléméat vizsgalunk, melyeken a moddszereinket
Osszevetjiik logisztikus regresszion alapulé aszimptotikus konfidenciahalmazokkal.

5.1. Kisérletek Laplace eloszlasok keverékével

Az els6ként bemutatott kisérletek esetében a szintetikus minta egyiittes el-
oszlasa két Laplace eloszlas keveréke, amelyek varhatd értéke, pg és po, eltért
egymdstodl, de a skalaparaméteriik, A, megegyezett. A szimuldcié soran természe-
tesen tetszoleges eloszldasokat tekinthettiink volna; azért véalasztottuk a vastagabb
farkd Laplace eloszlast (pl., a normadlis helyett), hogy szemléltessiik a mddszereink
altalanossagat. Ebben a példaban p valdsziniiséggel a ,,+17 osztalyt, 1 — p valo-
szinuséggel a ,—1” osztalyt figyeltiik meg, azaz a regresszids fiiggvényekbol &llo
modellcsalddot a p, 1, pe és A paraméterekkel adtuk meg.

A tesztesetekben a konfidenciahalmazokkal a p, = 1/2 (z-tengely) és A, = 1
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(y-tengely) paramétereket szerettiik volna becsiilni. Az eltoldsparamétereket is-
mertnek tekintettiik, uy = —1 és puy = 1, igy két dimenzids dbran tudtuk abra-
zolni a halmazokat. Az 1. dbra mutatja a kapott relativ rangokat, {R,(6)/m},
a tesztelt 8 = (p,\) paraméterek fiiggvényében. A rangokat az (a), (c) és (d)
esetben az Algoritmus I-II-ITI-al, a (b) esetben pedig az Algoritmus I kernelizalt
véaltozataval szamoltuk. Az (e), (f), (g) és (h) dbrédk a modelltérben szemlélte-
tik a konfidenciahalmazokat. Az eredeti minta mérete n = 500 volt, és tovabbi
39 djramintavételezett mintdt hasznaltunk, azaz m = 40. A kNN mdédszernél 15
szomszéddal dolgoztunk. A kernel minden esetben a Gauss kernel o = 1/3 pa-
raméterrel. Sotétebb szinekkel jeloltiik a kisebb rangokat, ezért a sotétebb szint
paraméterek az alacsonyabb szintii konfidenciahalmazokba is bekeriilnek. A ran-
gokat a paraméterek egy siirli rdcsdn értékeltitk ki. A paraméterracsot 1/100-0s
lépéskozzel alakitottuk ki a [0,2,0,8] x [0,2,2,4]-0s téglan. Lathat6, hogy a kiilon-
boz8 algoritmusok sszemérhetd (korldtos) konfidenciahalmazokat konstrudlnak.
A tapasztalatok szerint a konfidenciahalmazok mérete és a szamitdsigény alapjan
a III. algoritmus alkalmazédsa a leghatékonyabb.

A bemutatott mddszerek egy elonye, hogy nem sziikséges, hogy a paramétereket
interpretdlni tudjuk azon tul, hogy valamilyen mddon egy regresszios fiiggvényt
hataroznak meg. Tovabba, a regressziés fliggvények kompatibilisek végtelen sok
egylittes eloszldssal, ui. a bemenetek peremeloszlasa nincs rajuk hatdssal. Emi-
att nincs sziikség arra, hogy az eloszlasok egyiittesen is paraméterezve legyenek,
ezért a moédszereket szemi- vagy félparametrikusnak is nevezhetjiik. Ha 6* € R¢
akkor a mdédszerek automatikusan egyiittes és tovabbra is egzakt konfidenciahal-
mazokat épitenek. Mindezek alapjan a bemutatott algoritmusaink amellett, hogy
er6s elméleti garancidkkal rendelkeznek, nagyon rugalmasan alkalmazhatdak.

5.2. Szivelégtelenség elorejelzése sztochasztikus garanciakkal

Az Egészségiigyi Vildgszervezet (WHO) felmérései szerint a szivelégtelenség
tekinthetd vilagszerte az elsé szamu haldlozédsi oknak. 2016-ban példaul a WHO
becslése szerint 179 millidan haltak meg szivelégtelenség miatt. Az egyik leggya-
koribb szivelégtelenség a koszortér-betegség (CHD), aminek korai diagnosztizdldsa
millidék életében csokkentheti a komplikdciék kockazatat.

Mésodik numerikus kisérletiinkben egy Framinghamben (Massachusetts, USA)
végzett kutatas adatain dolgoztunk, amely a Kaggle honlapon szabadon elérhetd
és felhasznalhaté kutatési célokra [5]. Tobb, mint 4000 péciensnek 15 lehetsé-
ges kockdzati faktora és az adatfelvételt kovet6 10 évben bekovetkezd koszoruér-
betegségei szerepeltek a vizsgalt adathalmazban. A lehetséges kockazati tényezdk
kozott egészségiigyi, demografiai és viselkedési adatok voltak. A példa egyszeriisége
kedvéért mi egyediil a szisztolés vérnyomas segitségével modelleztiik a koszoruér-
betegség bekovetkezési valoszintiségét. A szisztolés vérnyomasra 85 és 295 Hgmm
kozotti értékek voltak felvéve. Viszonyitasi alapként a WHO tdjékoztatdja szerint
a 140 Hgmm feletti érték méar magas vérnyomasnak tekintendé.
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2. abra. Kisérletek szivelégtelenség elSrejelzésére. A mintaelemek — amelyeket a kék ,,x”7-ek jelolnek

segitségével logisztikus modelleket, 1d., (27), teszteltiink. Minden modell esetén a referencia elemek
rangja a szin drnyalatdaval van jelolve, igy a modellekhez tartozé elutasitasi valészintliségek leolvashaték
a szinskdla segitségével. A vékony sdtétkék fiiggvények grafikonjai egy (konzervativ) 95%-os konfiden-
ciasdv hatdrait mutatjdk. A vastagabb vildgoskék grafikon a logisztikus regresszidés modellt dbrézolja.

A 2.4bran az x tengelyen lathatok a szisztolés vérnyomaés értékek és az y tenge-
lyen 1-es érték jeloli, hogyha 10 éven beliil koszoruér-betegséggel diagnosztizaltak
valakit, illetve 0 érték jeloli az egészséges (nem diagnosztizalt) eseteket. A reg-
resszids fliggvényre egy logisztikus modellosztalyt tekintettiink:

1

F =3 flap(z) = 1+exp(—(a-z+0b))

a,beR ¢, (27)

amin kétféle médszert alkalmaztunk. El6szor az eltérés alapu Algoritmus ITI-at
hasznéltuk, hogy konfidenciahalmazokat konstrudljunk. A logisztikus modellek
megfelel6 transzformaltjait teszteltiik az algoritmus segitségével egy sirii paramé-
terrdcson. A transzformécidra azért volt sziikség, hogy a cimkék értékeit egysége-
sitsiik: az eddig ,,—17-gyel jelolt osztalyt azonositottuk a példaban szerepld ,,0” érté-
kii osztallyal. A tesztelt paraméterparok a [—6, —4] intervallum 1/80-o0s 1épéskozzel
vett felosztasdnak osztépontjaibdl és a [0,015,0,035] intervallum 2,5 x 10~ %-es 1é-
péskozzel vett felosztasanak osztopontjaibdl alltak. Viszonyitasképpen abrazoltuk
a maximum likelihood (ML) mdédszerrel meghatérozott logisztikus regresszids mo-
dell koriil a Fisher-informacié segitségével megadott hatdreloszlds alapjan kapott
konfidenciahalmazokat [7]. A konfidencia-ellipszoidok hatdrain a paraméterekhez
tartozé modellek esetében szindrnyalattal (diszkretizélva) dbrazoltuk az elutasita-
si valdszinliségeket. A pontos valdszintliségek a szinskala segitségével olvashatdk
le mindkét mddszer esetén. Az dbrakon sotétkék szinnel feltiintettiik a 95%-os
konfidenciahalmazba esé fiiggvények pontonkénti maximumat és minimumat. Be-
lathatd, hogy a pontos minimum és maximum értékek egy legalabb 95%-os (kon-
zervativ) konfidenciasdvot hatdroznak meg a regresszids fiiggvény értékeire. Fontos
megjegyezniink, hogy mig a mi mddszeriink egzakt garanciat szolgaltat az ,,igazi”
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paraméterre nézve, addig a logisztikus regresszié esetében a korlatok egy hatarel-
oszlason alapulnak, amelyek paraméterei csak becsiilve vannak. Ezek a tényezék
kisebb minta esetén jelent6sen befolyasolhatjak a kapott konfidenciahalmazok mé-
retét. Vegyiik észre tovabbd, hogy a mi mddszeriink egyediil a modellek alakjat
hasznélja ki és azon az intervallumon, ahol kevesebb adatunk van, nagyobb bizony-
talansaggal becsli a betegség kockazatat. Ez statisztikai szempontbdl egy sokkal
realisabb megkozelités, mint amit a ,,tankonyvi megoldas”, az ML becslés hatarel-
oszlasa szolgaltat.

6. Osszefoglalas

A cikkben bemutattuk, miként konstrudlhatunk nem-aszimptotikus konfiden-
ciahalmazokat a feltételes varhato érték fiigguényhez binaris osztalyozas esetén tet-
sz6leges meghizhatdésagi szintre, a minta eloszlasatdl fiiggetleniil. A regresszids
fliggvény vizsgalata kiemelten fontos a klasszifikdcié szempontjabol, mivel megad-
haté vele az optimalis Bayes osztdlyozd, és a félreklasszifikalds kockazata is. A
cikkben szintetikus és valés adatokon keresztiil szemléltettiik a mddszereinket.

Az alapétlet az volt, hogy tgy teszteliink egy modelljeldltet, hogy a segitségé-
vel alternativ mintdkat generalunk, és Gsszehasonlitjuk egy adott kernel-mddszer
teljesitOképességét az eredeti mintdn és a generalt mintakon. Altalzibam ha egy
modelljelslt ,,tdvol” van a keresett (ismeretlen) modelltdl, akkor a generdlt mintak
nagy mértékben eltérnek az eredeti mintatdl, amit statisztikailag kimutathatunk a
becsiilt modellek segitségével. A cikkben harom konstrukciét vezettiink be. Mind-
egyikroél megmutathatd, hogy egzakt és erdsen konzisztens konfidenciahalmazokat
épit tetszbleges mintaméret esetén, gyenge statisztikai feltételek mellett. !

A konstrukcié alapjan egyenként minden paraméterrdl egyértelmiien eldonthe-
t6, hogy bekeriil-e egy adott valésziniiségli konfidenciahalmazba, de a teljes halmaz
hatékony reprezentdldsa (példaul egy ellipszoiddal valé kiilsé kozelitése) kihivast
jelent. Alacsony dimenzids paramétertérben a halmaz jol kozelitheté diszkretizéci-
oval, azonban a kozelités szamitasigénye a dimenzid névekedésével hatvanyozottan
no, ezért a reprezentdlds skaldazhatdsaga tovabbi kutatast igényel.
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STOCHASTIC GUARANTEES FOR BINARY CLASSIFICATION
AMBRUS TAMAS, BALAzS CSANAD CSAJI

Binary classification is one of the fundamental problems of statistical learning theory. The
paper aims at estimating, with strong non-asymptotic stochastic guarantees, the conditional
expectation of the class labels given the inputs, i.e., the regression function. The regression
function does not only determine a Bayes optimal classifier, which provides optimal predictions,
but also gives access to the misclassification probability. We introduce a resampling framework
to construct confidence regions for the regression function with exact coverage probabilities and
present three kernel-based semi-parametric methods, all of which are strongly consistent.

Keywords: binary classification, regression function, confidence regions, distribution-free meth-
ods, non-asymptotic guarantees, strong consistency, exact confidence
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