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ALTALANOSITOTT RELATIV KONSZENZUS -
ELES KONVERGENCIATETELEK

GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

A dolgozat egy halézatokon definidlt relativ konszenzus (ratio consen-
sus) probléma megolddsdra a [7] és [2] dolgozatokban kifejlesztett push-sum
vagy sulyozott pletyka (weighted gossip) algoritmus lényeges dltaldnositasa-
ra vonatkozé friss, éles konvergenciatételek révid osszefoglaldsa [4] alapjan.
Az altaldnositds egy lényeges eleme, hogy a haldzati dinamikédt nem-negativ
maétrixok egy szigortian staciondrius, ergodikus, szekvencialisan primitiv so-
rozata irja le. Kovetkezményként megadjuk a push-sum algoritmus pontos
konvergencia sebességét, csomagvesztést is megengedve, 1d. [5].

1. Bevezetés

A dolgozat célja egy hélézatokon megfogalmazott szamitasi probléma, az tn.
ratio consensus (adekvat magyar forditdsban relativ konszenzus) probléma kap-
csén kifejlesztett elosztott, aszinkron algoritmus (push-sum vagy weighted gossip),
1d. [7], [2], és annak lényegi dltaldnositdsa konvergencidjaval kapcsolatos éles ered-
mények rovid bemutatdsa, déntéen a [4] dolgozat kiemelt eredményei alapjan. A
probléma réviden szemléltethetd gy, hogy egy irdnyitott halézat csicsaiban elhe-
lyezett w' > 0 mennyiségii és x° /w’ koncentraciéji oldatot akarunk a halézat altal
megengedett lokalis interakcidkkal ¢sszekeverni tigy, hogy hatarértékben minden
csicsban azonos, Y, 2/ Y, w' koncentraciéjt oldat legyen.

A relativ konszenzus problémajanak technikai kerete egy kommunikécios graf,
amelyet egy G = (V, E) irdnyftott graf jelenit meg, amelynek minden csiicséban
adott egy x' és w® > 0 valds értékii szdmpar, amelyeket értékeknek és stilyok-
nak neveziink, tgy, hogy nem lehet a silyok mindegyike 0. A probléma ekkor a
>, 2%/ >, w' hdnyados kiszdmitdsa, minden csicsban, csak a G = (V, E) 4ltal
megengedett lokalis interakcidkat végezve, éspedig aszinkron moédon.

A push-sum algoritmus eredeti, legegyszeriibb alakja: legyen a csicsok szama
|V| = p, és jelolje x = (2!,...,2P) T kezdeti értékek vektordt a 0 idépillanatban, a
kezdeti siilyok vektora pedig legyen w = (w',...,wP)" = (1,...,1)T = 1. Az n
idépontban vélasszunk ki véletlenszertlien, fiiggetleniil, egyenletes eloszlds szerint
egy fn = (i,j) € E irdnyitott élt. Ennek végpontjaiban egyidejiileg tjitjuk fel az
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2 GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

értékeket és a stlyokat a kovetkezd médon: a kiildo fél, ¢ kezdeményez egy tranzak-
ciét, amelynek sordn a sajdt értékeinek és silyainak azonos aj; := 1/2 , hdnyadat
elkiildi a fogadé félnek, j-nek, aki ezeket sajat értékéhez, ill. sulydhoz hozzaadja,
vagy masképp szdlva, a megosztott oldatot sajat oldatdhoz keveri. Az algoritmus
altalanosabb alakjaban a kezdeti sulyokra csak a w > 0,w # 0 feltevéssel éliink,
az élek kivalasztasa fiiggetleniil, de él-specifikus valdszintiséggel torténik, tovabba
egy tranzakcié sordn a megosztdsi hanyad tetszéleges 0 < ayj; < 1 lehet.

A push-sum algoritmus két szép alkalmazésa egy nagy (irdnyitatlan) hélézat
szomszédsdgl matrixdnak elosztott spektril-analizise [8], ill. egy halézatokon de-
finidlt szepardbilis konvex optimalizdldsi probléma elosztott megoldasa [14]. A
push-sum fenti algoritmus véletlen csomagvesztéseket is megengedd altaldnosita-
sat els6ként az [5] dolgozat vizsgalta.

A push-sum algoritmus altal definidlt hélézati dinamika az aldbbi médon irhaté
le. Jeloljék x,,_1 és wy,_1 az n — 1 idopontbeli érték-, ill. sulyvektorokat. Ekkor

Tn = An-rn—ly Wy = Anwn—l n Z 1a (1)

ahol A,, egy p x p-es fliggetlen, azonos eloszlas szerint valasztott véletlen, oszlop-
sztochasztikus matrix. Csomagvesztés esetén az oszloposszeg legfeljebb 1. A push-
sum algoritmus egy természetes kiterjesztését kapjuk, ha A,, értékkészlete p x p-es
nem-negativ, véletlen matrixok egy tetszbleges A halmaza lehet. Egy tovabbi
kiterjesztést kapunk, ha az interakciéban részt vevo, egymast kovetd parokat egy
észszerlinek tno, jo keveredést igéro terv szerint vélasztjuk. fgy a kovetkez6
altalanos problémat fogalmazhatjuk meg. Tekintsiik p X p-es nem-negativ, véletlen
maétrixok egy szigortian staciondrius, ergodikus (A,),n > 1 sorozatdt. Legyenek
az r,w € RP a kezdeti értékek, ill. sulyok vektorai gy, hogy w > 0,w # 0. Jelolje
e; azt az egységvektort, amelynek i-dik koordinatdja 1. Célunk az

e ApAp_1---Aizfe] ApA,_1--Ajw, i=1,...p (2)

hanyadosok (koncentraciok) aszimptotikus viselkedésének a tanulményozésa.

A dolgozat felépitése: els6ként réviden bemutatjuk a felhasznalt matematikai
segédeszkozoket, nevezetesen a véletlen matrixok szorzatara vonatkozd alapvetd
eredményeket, a Fiirstenberg-Kesten tételt, [3], ill. az Oseledec tétel egyszeriisitett
alakjét, [9], [12]. A kovetkez8kben bevezetjitk a szekvencidlisan primitiv nem-
negativ matrix folyamatok fogalmat, majd bemutatunk egy normalizalt szorza-
tokra vonatkozé eredményt, az [1] dolgozat eredményének egy kiterjesztését. A
dolgozat f6 eredményeit a 5.1-5.3. Tételekben fogalmazzuk meg, amelyek éles fels
korlatot adnak az ltaldnositott push-sum algoritmus m.m. (majdnem mindeniitt)
értett exponencialis konvergencidjanak a sebességére. Ezeknek a push-sum algo-
ritmusra torténé alkalmazasat fogalmazza meg a 6.1. Tétel. A dolgozat kiegésziti
és tovabbfejleszti a [10] és [13] dolgozatokban kozolt mbdszereket és eredményeket.
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ALTALANOSITOTT RELATIV KONSZENZUS 3

2. Technikai segédeszkozbk

2.1. ALLfTAs. (Fiirstenberg és Kesten tétele) Legyen (Ay),n > 1 véletlen,
p X p-es mdtrixok egy szigordan staciondrius, ergodikus folyamata egy (92, F,P)
valdszintiségi tér felett, amelyre teljesiil a Elog™ ||Ay|| < oo feltétel. Ekkor a

1
AL =lim—log||ApAn_1---A1]] <00 m.m. (3)
non

limesz létezik, és egyenlS az alabbiakkal:

1 1
lim ﬁElOg ||AnAn—1 T Al H = inf EE IOg ||AnAn—1 Ay ” (4)

Megjegyezziik, hogy A\; = —oo érték is megengedett. Az A, A,,_1--- Ay szorzat
egy finomabb karakterizdcidjat adja Oseledec tétele, [9]. Ennek megfogalmazéss-
hoz egy rovid kitérét kell tenniink a Ljapunov exponensek vildgdba, 1d. [6]. Legyen
(A,),n > 1 pxp-es matrixok egy fix sorozata. TetszOleges © € RP-re definidljuk az
x vektornak az (A,) sorozatra vonatkozé A(x) Ljapunov exponensét az aldbbiak
szerint:

1
Az) :=limsup — log |4, Ap—1 -+ Aqz|.
non

Tekintsiik ezutan tetszoleges kiterjesztett értelemben vett —oo < p < 400 valds
szamra az alabbi halmazt:

L,={xeRP:\x) < pu}. (5)

Konnyti 1atni, hogy L, az RP vektortér linedris altere, amelyre nyilvdnvalé médon
L, C L,y ha p <y, tovdbba L, jobbrdl folytonos fiiggvénye p-nek. Legyen fiq
a legkisebb 1, amelyre R? = L,. A fentiek alapjin létezik véges sok valds szdm
+00 > pi1 > ... > pg > —oo, amelyekre R? = L, 2 L,,... 2 L, 2 {0}, dgy,

hogy pir > p0 > plry1, 7=1,...,q¢—1,ill. ug > pu, v = q esetén

L,=L i L, ={o}. (6)

= My

Innen kovetkezik, hogy 1 < r < g — 1-re
x e L.ur \thr+1_re )\(LZJ) = Hr, (7)

és persze x € L, esetén A(x) = pq. Legyen az L, dimenzidja i,, 1 <r < g, igy
tehdt p = 41 > 42 > ... > iy > 0, és legyen i,11 = 0. Definidljuk a Ljapunov
exponensek teljes Ay > A > ... > A, spektrumét az aldbbi médon:

X = p ahol i >0 > dpy. (8)

Ha méar most (A,) = (A, (w)) egy szigordan staciondrius, ergodikus folyamat
realizacidja, akkor a fenti észrevétel nem-trivialis kiterjesztésével a kovetkezo meg-
ragaddan szép eredményt kapjuk, amelyet (kissé bévebb alakban) elészor Oseledec

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



4 GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

bizonyitott a [9] dolgozatban, majd — gyengébb feltételek mellett — az eredménye-
ket tovabb pontositotta a [12] dolgozat.

2.2. ALLITAs. (Oseledec tétel) Legyen (A,),n > 1 a 2.1. Allitds szerinti
p X p-es matrix-értékii sztochasztikus folyamat. Ekkor Iétezik az eseménytér egy 1
valészintiségii ) € F halmaza tigy, hogy minden w € §)'-re, és egyidejiileg minden
x € RP-re az alabbi limesz létezik:

A@) = lim * log [ Ay Ay -+ Ara] m.m. )
n n

Tovébbd, a A1 > A2 > ... > Ay, Lyapunov exponensek, amelyek a —oo értéket is
felvehetik, és azok multiplicitdsai, nem fiiggenek w € QV-t61.

A [12] dolgozatban kozolt elemzésbol kovetkezik, hogy az M,, szorzat
szinguldris érték felbontdsara (SVD), ahol U,,V,, ortonormélis métrixok és %,
diagondlis a 0‘le > 0’72L... > oP > 0 diagonalis elemekkel, teljesiil az alabbi:

1
M = lim —logo® mm. k=1,..,p. (11)
n n

Az Oseledec tétel allitja az aldbbi hatarérték 1étezését is:

lim (M7 M,)"*" =limV7S,V, mm. (12)
n n

A jelen cikkben arra a [12] dolgozat 5. Lemméjénak bizonyitdsdban implicite sze-

repl6 kapcsoldédd eredményre lesz sziikségiink, hogy A; > Ao esetén a V,, méatrixok

vl -gyel jelolt elsé sorai m.m. konvergalnak valamilyen véletlen v! hatdrértékhez:
limvl =o" mm., (13)
s6t, a [12] dolgozat szerint, U,, els6 oszlopét u;l-gyel jeldlve,

M, =ulotol +0(eP2+eny mm, (14)

3. Szekvencidlisan primitiv nem-negativ matrix folyamatok

Az elkovetkezSkben a nem-negativ matrixokra vonatkozé primitivség fogalmanak
a kiterjesztésére lesz sziikségiink. Egy szép bevezetés ebbe a témakorbe a [11]
dolgozat. Emlékeztetdiil, egy A nem-negativ matrix primitiv, ha egy elég magas
pozitiv egész hatvanya, mondjuk A™ pozitiv. Legyen most A nem-negativ, p X p-es
matrixok egy tetszéleges csaladja. Kérdezhetjiik, hogy van-e A-beli matrixoknak
olyan szorzata (ismétlést is megengedve), amely szigortian pozitiv.
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ALTALANOSITOTT RELATIV KONSZENZUS 5

3.1. Definicié. Nem-negativ, p X p-es matrixok egy A csalddja primitiv, ha
létezik A-beli métrixoknak legalabb egy véges szorzata, amely szigorian pozitiv.

A fenti definici6 természetes médon kiterjesztheté nem-negativ, p x p-es véletlen
matrixok egy szigorian staciondrius folyamatara. Elézetesen és emlékeztet6iil: egy
nem-negativ, p X p-es matrixot megengedettnek neveziink, ha nincs azonosan nulla
sora vagy oszlopa. Egy matrix sor-megengedett, ha nincs azonosan nulla sora.

3.2. Definicio. Nem-negativ, megengedett p x p-es véletlen matrixok egy szi-
gordan staciondrius (A4,),n > 1 folyamata szekvencidlisan primitiv, ha az M, :=
A A,_q--- Aq szorzat szigoruan pozitiv 1 valésziniiséggel valamilyen véges T meg-
allasi id6vel. Tetszbleges n > 1-re definiadljuk a szekvencialis primitivitdsi indexet:

Tj)n = mln{dz >1: Aner)flAn#»wa Ay > O} (15)

Mivel a definiciéban megengedett A,, matrixokra szoritkoztunk, ezek egyben sor-
megengedettek is, és ezért M, > 0 szigoru értelemben minden n > ¢ -re.

3.1. LEMMA. Legyen (A,),n > 1 nem-negativ, megengedett p x p-es véletlen
matrixok egy azonos, fiiggetlen eloszldsii sorozata. Ekkor (A,) szekvencidlisan
primitiv akkor és csak akkor, ha az Ay véletlen matrix RP*P-n vett u eloszlasanak
az A = supp u tartgja primitiv.

4. Nem-negativ matrixok és vektorok normalizailt szorzata

A relativ konszenzus probléma vizsgalatanak egy természetesen kinalkozé esz-
koze egy nem-negativ matrixok és vektorok normalizalt szorzatara vonatkozo ered-
mény, nevezetesen az [1] dolgozat 1. Tétele. Ennek énmagédban is szép és érdekes
kozvetlen altaldnositdsit alabb ismertetjiik. Legyen (A,),n > 1 nem-negativ,
megengedett p x p-es véletlen matrixok egy szigorian stacionarius, ergodikus folya-
mata. Legyenek z,w € RE, azaz legyenek minden komponensiikben nem-negativ
vektorok, z,w > 0, és tegyiik fel, hogy =, w # 0. Definidljuk az aldbbi szorzatokat:

Ty = Mpx = ApAp_1--- AL, (16)
Wy, = Myw = A, An_1 - Ajw. (17)
Nyilvanval6 médon x,,,w, nem-negativak, és mivel A, megengedett minden n-re
és z,w # 0, kovetkezik, hogy x,,,w, # 0 minden n-re. Legyen 1 az a p-vektor,

amelynek minden koordinatdja 1. Definialjuk az aldbbi normalizalt szorzatokat:

Tp=2,/(172,), Wp =w,/(1Tw,), (18)
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6 GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

valamint a koztiik 1évé tavolsagra a totdlis variacié normat:
I
[Zn = @n [Ty = 5Z|ﬂ?iﬁ@n|~ (19)
i=1

A kovetkez6 tétel az [1] dolgozat (hidnyos bizonyitdsi) 1. Tételének kozvetlen
altaldnositédsa:

4.1. TETEL. Legyen (A,), n > 1 véletlen métrixok egy a 2.1. Tétel feltéte-
leinek eleget tevd sorozata. FEzen tulmendéen tegyiik fel, hogy A, minden n-re
nem-negativ, megengedett, és hogy az (A,,) sorozat szekvencidlisan primitiv. Ek-
kor minden (z,w) € R, x RE, z,w # 0, pérra teljesiil az alabbi:

1
lim —log [|Z,, — wp|lTv < —(A1 — A2) m.m.
non

Az egyenlétlenség egyenldséggel teljesiil Lebesgue m.m. (z,w) € RE x RY pérra.
A jobboldal kozismert megnevezése spektralis rés (spectral gap).

5. Altaldnositott relativ konszenzus

Az altalanositott push-sum algoritmusra vonatkozd, konvergenciasebességet is
megadod eredmények megfogalmazasaban a 4.1. Tétel feltételei alkotnak egy kozos
keretrendszert, ezt fogjuk kiegésziteni az (A, ) sorozatra vonatkozé egyedi feltéte-
lekkel. Nevezetesen, az A,, matrixok pozitiv elemeire vonatkozéan fogunk tovabbi
feltevésekkel élni. Definidljuk az aldbbiakat:

o = min{AY : AY > 0}, By :=max AY. (20)
1] 9
Mivel 3, ekvivalens az || A, || norméval, kovetkezik, hogy Elog™ 3, < co. Ennek a
feltételnek ikerparja az alabbi Elog™ a, > —oo feltétel.

5.1. TETEL. Teljesiiljenck a 4.1. Tétel feltételei, és legyen az (A,,) sorozat fiig-
getlen, azonos eloszlasu. Tegyiik fel, hogy A1 — Ao > 0. Végiil tegyiik fel, hogy
Elog™ oy, > —o0. Legyen x € RP kezdeti értékek egy tetszéleges vektora, és legyen
w € RE | w # 0 kezdeti siilyok egy vektora. Ekkor minden i = 1,...,p-re

T 1
e, Mpx vz

STAL 2 ol
e, Mpbw v-w

lim sup — log

n < —()\1 - )\2) m.m. (21)

Verbdlisan azt mondhatjuk, hogy — a tétel feltételei mellett — a rendszer relativ
konszenzusra jut: minden i dgensre az z!, /w? hanyadosok konvergdlnak ugyanah-
hoz a 772 értékhez m.m., ahol a 7 véletlen vektorra 7 = vl /vl'w. Az x! /w!
hényados az i-dik csuicsban az n-dik 1épés utani koncentracioként is értelmezhetd.
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A fenti keretrendszer egy kiterjesztését motivalja egy olyan miikédésmaéd,
amelyben az egymassal kommunikalé parok kivalasztasa egy idében homogén vé-
letlen mintdzatot kovet, amely nem sziikségképpen i.i.d., Id. példdul [2]. Ilymdédon
megengedjiik, hogy (4,) egy szigorian staciondrius, ergodikus folyamat legyen.
Ebben az esetben két alternativ kiegészitd feltételt fogalmaztunk meg a [4] dolgo-
zatban, itt csak az elsO, egyszertibb feltételt ismertetjiik.

5.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 4.1. Tétel feltételei, Ay — Ay > 0, és
a 11 szekvencidlis primitivitasi indexre Eiy < oo (és igy Ei,, < co minden n-re).
Tegyiik fel tovdbb4, hogy az (A,,) sorozat alulrdl és feliilrdl korldtos: Iéteznek olyan
a, B > 0 szamok, hogy o, > o > 0, B, < [ m.m. Ekkor tetszéleges x € RP, és
w e RE, w # 0 vélasztds mellett a rendszer relativ konszenzusra jut és fennall a
(21) egyenlbtlenség.

Abban a speciilis esetben, amikor A,, oszlop-sztochasztikus minden n-re, ahogy
ez fennall a push-sum algoritmus eredeti formajaban, maga az M,, szorzatméatrix
is oszlop-sztochasztikus lesz minden n-re. Ebbél kénnyen kévetkezik, hogy Ay = 0.
Az M, szorzat (14) reprezenticidja alapjan kénnyen megmutathaté az is, hogy v
skalar tobbszorose a 17 vektornak. Ilymédon a kovetkezd eredményt kapjuk:

5.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az 5.1., ill. 5.2. Tételek feltételei, és

A,, oszlop-sztochasztikus minden n-re. Ekkor tetszébleges x € RP kezdeti vektorra
és tetszbleges w € R, w # 0 kezdeti siilyvektorra, minden i = 1,..., p-re
, 1 e, Mpz 1Tz
hmnbup - log Mo 17w <A <0 mm.
Vegyiik észre, a relativ konszenzus &ltal 1étrejott hatarérték ebben az esetben de-
terminisztikus, amely a 7 " alakban is frhat6, ahol 7 = 1/1Tw. A w = 1 vélasz-
tés esetén az 5.3. Tétel alapjan atlag-konszenzus jon létre a klasszikus értelemben:
minden i dgensre az z¢, /w’, hdnyadosok konvergdlnak az z = Y ©_, z /p hatérér-
tékhez m.m., legalabb a tételben adott sebességgel.

Megjegyezziik, hogy az 5.1. és 5.2. Tételekben adott fels6 korlatok élesek: bal-
oldali hibatagok i-ben vett maximumaénak hatérértéke pontosan A1 — Aq, 1d. [4],
21. Tétel. Az 5.1. és 5.2. Tételek bizonyitasainak kiindulépontja az M, szorzat
(14) alatt adott reprezentacidja.

6. Specifikdcié: a push-sum algoritmus csomagvesztéssel

A csomagvesztést is megengedd push-sum algoritmus vizsgdlatdra, 1d. [5], az
5.1. Tétel alkalmazhaté:

6.1. TETEL. Legyen (A,,) egy csomagvesztést is megenged push-sum algorit-
mushoz tdrsitott matrixok i.i.d. sorozata. Tegyiik fel, hogy a (G, FE) irdnyitott
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8 GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

kommunikdciés graf erésen dsszefiiggd. Ekkor az (A,,) sorozat szekvencidlisan
primitiv, és Ay > Ay. Kovetkezésképpen, tetszéleges x € RP kezdeti vektorra és
tetszéleges w € RY, w # 0 kezdeti siilyvektorra, minden i = 1,..., p-re

T 1
e, Mpx vz

limsup — log

¢ " < —()\1 - )\2) m.m.

T 1-
e, Mpyw v w

Az (A,,) sorozat szekvencidlis primitivitdsa a 3.1. Lemma alapjan bizony{thatd,
amelynek feltétele a halézat egy csicsbdl torténd elarasztasival verifikdlhato, 1d.
[5], a A1 > Ao feltétel pedig a 4.1. Tétel alapjan bizonyithatd, felhasznédlva az [5]
dolgozat exponencidlis konvergenciasebességre vonatkozé eredményét (Thm 3).

A csomagvesztést is megengedd push-sum algoritmus esetén a relativ konszen-
zus altal kapott w7z érték véletlen, ahol 7 = vl /vl'w, de béséges kisérleti ta-
pasztalat van arra vonatkozdan, hogy a csomagvesztés (dgensektdl fiiggetlen) va-
16szintiségének a csokkentésével w1z fokozottan koncentralédik, 1d. [5]. Erdekes
tovabbi kérdés annak vizsgalata, mi a kapcsolat a A\ — Ay spektrélis rés, és a
héalézati dinamika paraméterei kozott.

Ko6szonetnyilvanitas

Az elsé szerzé koszonetét fejezi ki Julien M. Hendrickx-nek a konszenzus prob-
lémak témakorében folytatott tartés és inspirald egyiittmiikodésért, tovabbd Asu-
man Ozdaglar-nak a targyalt kérdéskorrel kapcsolatos észrevételeiért. Az & ku-
tatdsat tamogatta az NKFIH PD 121107 sz. palyazata és az MTA Lendiilet LP
2015-6 sz. palyazata.
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GENERALIZED RATIO CONSENSUS —
TIGHT BOUNDS ON CONVERGENCE RATE

BALAzZS GERENCSER, LASZLO GERENCSER

We present a brief summary of recent sharp results of [4] on the convergence of significant
generalizations of the push-sum algorithm or weighted gossip algorithm, developed in [7] and
[2] for the solution of a ratio consensus problem defined over a network. A key feature of our
approach is that we allow a network dynamics to be described by a general strictly stationary,
ergodic, sequentially primitive sequence of non-negative matrices. Implications for the exact
convergence rate of the push-sum algorithm, including scenarios with packet loss, see [5], will be

given.

Keywords: gossip algorithms, ratio consensus, multiplicative ergodic theorems.
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