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"A matematika az emberi gondolkodas jelleg-
zetes terméke. A megfigyeld értelem, a vallal-
kozé kedv és az esztétikai érzék egyarant a
legtisztdbban fejezddik ki benne. Egyesiti ma-
géban a logikdt és a szemléletet, az elemzést
és & konstruilést, a jelenségek individualizé-
1454t és a megjelenési formdk absztrakcidjat.
Iehet, hogy & divat vagy a hagyomanyok ezek
kozil az egyik vagy a mésik szempontot helye-
zik eldtérbe, a matematika tudomdnydnak élet—
sreje és legnagyobb értéke amzonban ezeknek
ez ellentéteknek Osszhangjin és a szinté-

zisiikre valdé torekvésen alapul.”

/Courant-Robbins, 1966 /

0. BEVEZETES

Q.0 Mi ez?

Bz az anyag a péesi pblcsészkarfireform keretében beve-
zetésre keriild "Pormal Studies" [A matemstika alepjai]

két féléves {heti 2x1,5 6ra) tantérgy tantervét irja le o-
lyan részletességgel, hogy az eldadd személyében bekovet-
kezd esetleges véltozés ne befolydsolhassa érezhetlen a
leadott anyagob. Tény, hogy ilyen az eldadd kezét kekjmmwm

szinte teljesen megkttd részletezd leirds kisérleti tan-

tervnél meglehetSsen szokatlan. Ugy éreztik azonban, hogy

a kivilasztott anyag csupdn azt a minimumot tartalmazza,
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smely a korszeri bdlcsészképzésben elengedhetetlen és
mint ilyen meglehetisen flggetlen a szerzfk izlésétdl,
képzettségétél és személyes preferenciditdl.

Az anyag elsd része a tanterv elbirdldinak szdél: itt

indokoljuk meg, hogy miért éppen ezt a felépitést vllasz—

tottuk, és hogy konkrétan miért azok a tételek, definicidk,
modellek szerepelnek, amik..A médsodik rész jelen formd jé-
van = tandrnek szél: itt adjuk meg e tanmenetet, drardl
érira lebontva. Az elsd négy eldadéds olyan részletesség~
gel van meglrva, hogy akér a hallgatdk is haszonnal for-
gathat jék: ezek tulajdonképpen (erésen tombritett) minta-
fejezeteknek tekinthetdk a tantdrgynoz késSbb megirandd jegy-
setb8l. A késébbiekben azonban ez a rész egyre +omdrebbé
vAlik: tanulds céljéra valé felhaszndldsdt erdsen megnehe-
zitik (ha ugyan nem teszlk lehetetlenné) a gyakori irodal-
mi hivatkozﬁspk. Képzett matematikusnak azomban nincs szik-
gége ezekre a hivatkozésokra: a mésodik részben leirtak

az eldadd szaméra teljesen egyértelmiien definialjak nemcsak

s tananyagot, hanem annak felépitését, és 4ltalunk kivéana—
tosnak érzett prezentdcidés médjat is. Az elsd négy eldadds—
+51 eltekintve tehdt a médsodik rész jelen forméjaban lénye~

gében tandri segédkinyv.

I1y mdédon tehdt a mit tanitunk kérdésre tulajdonképpen
a mésodik rész valaszol, bar azok akik a megfelelﬁ.matemati—
kai ismeretekkel rendelkeznek, errdl viszonylag pontos képet
kaphatnak skkor is, ha csupén az elsd részt tanulminyozzik
&t, mivel ez a mésodik rész tartalomjegyzékeként is olvas-

ha‘bé.
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A harmadik rész a tandrnak és a didknak ktzdsen szél:

itt olyan példdkat és feladatokat ismertetiink, amelyek a2z
anyag elsajdtitasahoz nélkiilozhetetlenck (errél béveb-
ben 148d. 0.2)

A negyedik rész tobb mint egyszeri irodalomjegyzéks
itt ismertetjik részletesebben, hogy a tananyag elsaja~-
bitasdban,kiegészitésében és/vagy tanitdsaban a felso-
rolt milvek milyen részei milyen szerepet kap(hat)nak.

Ez & rész nem csupdn a tandrnak (vagy a didknak) szdl: itt
taldlhaték a jelen anyagban idézett munkdk adatal is.

Az 6t6dik rész a hallgatésdg kivédlasztédsara szolgdld
tesztet (1d. 0.2) és annak kiértékelési utasitasdt tar-
talmazza. Bz a rész kizdrdlag a tanarnak sz61: a flgge—
16k forma (tehdt a tanterv egészémibl vald teljes killon-
vilasztis) azt a célt szolgdlja, hogy a jelen anyag e

fiiggeldk cesatoldsa nédlkil is értékelhetd legyen.

Még mieldtt a tananyag részletes indok&léséba (1)
és ismertetésébe (2) belemennénk, Ffontosnak tartjuk, hogy
tisztdzzuk az okiatds céljait (0.1), eszkdzeit (0.2), és

azt, hogy mindebbdl mi médsok szellemi tulajdona (0.3).

Q.1 Miéxgt?

"N5bb mint kétezer édve mir, hogy minden mivelt ember
szellemi fegyvertdridhoz tartozik némi jdrtassig a ma
tematikéban. Napjainkban mzonban a nevelés terén
silyos veszélybven van armatematikdnak ez a tradici-

ondlis helyzete. Szerencsétlenséginkre, a matematika

hivatazlos képviseldi is felellsek ebben. A matematika

tanitdsa sok helyiitt iires feladat-megoldédsok begyakor -
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1486va sillyedt, aml haszmnos iehet ugyan & képle-
tek alkalmazésa szempont jabél, de sem igazi meg-
értéséhez, sem nagyobb azellemi fuggetlenséghez nem
vezet. Ugyanakker a matematikai kutatds nagyon haj—
lamos lett a tdlségos szakosoddara, és azm absztrak-
cié fontossighmak tulzott hengilyozasira. K hanyagol-
jék az alkalmazisokat és a rokon teriiletekkel vald
Gaszefiggéssket. Tanitdk, tanuldk és a miivelt kozdn-
ség egyardnt konstruktiv reformokat igényelnsk, nem
pedig visszavonulédst a legkisebb ellendllés irdnydba.
Az a céljuk, hogy organikus egészként érisék meg a
matematikdt, mint a természettudoményos gondolkodas
és cemelekvés alapjat.”

/Courant-Robbins, 1966 /

A bevezetd idézetben emlitett tradicid természetesen nem
szolgdlhat a (bolesészkari) matematikaoktatés indokaul,
anndl is kevésbé, mebt azt 14tjuk, hogy egyetemi (bbl;
cadsy) képzés lehetséges szémos egyéb hagyomanyosan kulcs-
fontossdgunak tartott tényezd (latin nyelv, egyetemi One
kormanyzat stb.) nélkil is. A "két xultura® (Snow, 1959)
korul kialskult vita 6ta eltelt két éviized azt 1s megmu-
tatta, hogy milyen hidbavald ebben az iigyben az emberi kul-
tirs egységére,'sét noszithatatlansdgara™ hivatkozni. Megpro=-
rilunk tehdt a miért oktassunk matematikédt kérdésre nem az
értékek, hanem az érdekek szempontjébél adni valaszt, és ez

51tal egyben az oktatds céljait is tisztdonie




0.11 Az a tény, hogy technikai civilizdcidban éliink, és

ennek a civilizdcidnek & gerincét a (matematizdlt) terme—

szettudomdnyok adjdk, olyan kozismerd, hogy gyakran mar
fel sem tunik. Az "egzakt" tudoményok a tédrsadaelni beren-
dezkedésre, jogszokisokra, az emberi magatartisra és kul-
ylrdra gyekorolt oriési hatasa ézonban éppoly kevéssé ért-
netd az e tudomanyok alapjait képezd matematika nélkil,
mint mond juk a kozépkori (vildgi) irodalom a Biblia néi~
Kil. A matematika tehdt hatésaal van mindazokra a jelen~
ségekre, amelyek a'ggggg tudomdnyok vizsgidlati teruleté-
be tartoznak, igy ismerete az ottt bekovetkezd valtozasok
okainak feltdrisiban egyre kevésbé nélkiulozhets. Lekint-
ve agzorban, hogy ez a hatds meglehetdsen kiozvedett (és
iddben nagy késéssel jelentkezik) eleéend&nek tinhet olyan
matematmikatorténeti (vagy adltalédban tudomdnytorténeti) ok-
tatés is, smelynek a matematika anyagéhoz allg van koze.
Az ilyesfajta oktatéds szerepe a korszeri (természet~
tudomanyos!) vildgkép kialakitdsdban nyilvénvald, és
Ggy véljuk, hogy erre killdn tantdrgyként szikség is lenne.
Van azonban egy olyan teriilet, ahol a matematlkal eszmék
és a humdn tudomdny kozti kapcsolat skkkal kbzvetlenebb,
tehdt az el8zd érvelés direkten alkalmazhaté a matematika
(és nem a tudomdnytorténet) oktatdsa fontossaglnak igazo-
1dsdra. Rz a terilet pedig a filozdéfia, ahol sem a korunk-
ban vezetd szerepet jAtszdsmcientista 1deoldgia, sem pedig
az ennek alapisit képzezd (neo)pozitivista filozdfia meg-
értéséhez nem elegendd az idevigd matematikai eredmények

puszta ismerete, hanem érteni is kell azokat.*Ugy tunik,
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hogy e.nézetek *antimarxista' ~ként vald elitélese egy-
azeriien meg nem értésikbél (ha Ggy tetszik, a saik-
séges matematikal alapismeretek hidnyabol) fakad. A hely-
set kisértetiesen emlékeztet a genetika vagy a mélylélek-
tan ‘burzsod Altudomény #ként valéd megbélyegzésére.] A tu-
domdnyban szokisos munkamegosztis (amely pl. & népszapo=-
ralattal foglalkozdé szocioldgas gzémira megengedi, hogy
csupan ismerje, de ne értse a fogamzasgdtlé tabletta ha-
tha4t) btehdt ezen a ponton nem szolgaltal a (jovendd)
voleséazek szamdra kiblivét: a idevagd matematikal ered-
ményeket nem csupdn ismerniik kell, hanem meg is kell
érteniiik. Az 1. részben térgyaljuk azt a kérdést, hogy
mely matematikai eredmények birnak direkt filozdéfiai

relevanciaval.

0.12 Bir a matematikai kétségkivil hat a humdn tudoma-

nyos vizsgalatok tdrgyédra, sokkal fontosabb ennél, hogy
eszktzzé is vdlhat ezekben a vigzsgalatokban. Az hogy a
természeti jelenségek leirdsdban (s6t megértésében) a mate~
matikai modellek milyen dridsi szerepet jdtszanak,aligha
szorul bizonyitdsra. Kozismert az is, hogy a matematika
ilyen formin vald felhaszndlédsa ma mar kiterjed a human
tudomdnyok széles kdrére is: a nyelvészet vagy a kizgaz—
dasdgtan ma mir legaldbb annyira egzakt tudomanyok, mint
mond juk a bioldégia. Ilyen modelleket azonban csak illuszi-
récidé képpen ismertetiink mejd (ennél tobbre nyilvéan nem is
nyilna lehetdség), mert Ugy véljiik, hogy ez alapjdban a
megfeleld szaktdrgyak (adott esetben a nyelvészet illetve

PG) kdrébe tartomik.
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Tontosabbnak itéljuk ennél a modellezési készség ki-

alakitésdt, tehat ast, hogy a hallgaté absztrakt struk-
turdkat legyen képes felismerni a konkrét jelenségek mogdti,
és ezekrdl szabatos (formalis) leirdst tudjon adni. A mate-
matikaoktatas mindig is kitiné terep volt az abszirakeids
kéaozsdg kialakitdséra ® [v4r ezen az alapon szinte bér—
miféle matematika tanithaté], és korumk natematikdja széd-
mos olyan 'eldregyirtott’ strukturdt kinil, amik rdille-

nek (vagy leghlébbis rahizhatdk) a humédn tudoményokban vizs—
galt gelensegekre. @

Teklntve, hogy ezek a jelenségek dltalaban til bonyo-
lultak ahhoz, hogy modelljeiket analitikus Gton ki lehessen
értékelni, & tarssdalomtudomdnyokban (és az ugynevezelt
' embertudomanyokban') nagy szerepet kapnak a szimuldcids
modellek. Ugy véljilkk, hogy a szamitdégép (mint a szimula-
cié eszkbze) egyre inkédbb be fog vonulni a humén tudoma -
nyok teritiletére (ezt &ltaldban a véltozdk nagy szama is
sziikségessé teszi), és a matematika bolcsészkari oktatidsd-
val egyitt kell jarnia & "compjuterszabatos' gondolkodds-
méd kialakitéasérpak.

Qel A szabatos gondolkodds mindenfajta tudomdnyos te~
vékenysvég alapvetd kritériuma: korrekt okfejiésre, a helyes
és helytelen skfmyi¥m kiovetkeztetés mggklilonboztetésére min-
den jovendd tuddésnak képesnek kell lennie. Nem allitjuk
természetesen, hogy a formalis logika szabalyainak isme-

rete elengedhetetlen a szabatos (informdlis) gondolkodds—

hoz, de tény, hogy a humdn tudoményck teriiletén, ahol mar
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az értelmetlen (jelentés nélkiili) és értelmes xijelenté~
sek megkiilonbdztetése is 1d8rsl~iddre gondokat okoz, az
ilyesfajta ismeretek gyakran lgen hasznosnak bizonyual-—

nak. Itt jutunk vissza & bevezetl idézetbe szerepld "ezelle-—
mi flggetlenség"-hez, ami nem més, mint a rivalis elméle~
tek tArgyilagos vizsgdlatanak (és ssszehasonlitisanak)

a képessége. Amig tehdt az 01828 szakaszban a vallsig

és az elmélet ¢sszahasonlitasdnak képességérdl beszéltink,
azaz 8z sbsztrakt modellek empirikus tényekkel vald Ossze-
nnsonlitasarél (mér smilyen korldtok kizitt ez egyaltaléan
lehetségek), addig most elméletlek egymdesal valld Ossze-
nasonlitasérél van szé. Tapasztalati tény, hogy 2 natema-
tikai logikai tanulményok fejlesztik a2 higgadt vélemény-
alkotdsra, az érvek (és ellenérvek) drzelmi és faktualis
tartalménak kilonvilasztésira valé képességet. Ez a ha-

ths (mégha a pontos mechanizmusédt nem is ismerjiik) Onmagiban
elégséges imdoka lehet a formdlis logika oktatédsénak, lega~
14bbis azok szemében, akik a szellemi flggetlenséget fon-
tosnek itélik. Tekintve, hogy ez utdbbi érv tavolrdil sem
ériékmentes, & logika tananyag kivélaszidsiban inkdbb
egyfajta (sziken vett) hasznossagi kritériumot fogunk

nasznilni: errdl bdvebben az l. részben.

C.2. Hogyan?

"A konyvnek a f6 célja, ami reméljik nem glérhetetlen
heogy a matematika irdnt érdekldds hallgatékat az ana-
iizis néhédny fontos teriiletérdl vett, mddszeresen el-
rendezett feladatok segitségével hozzészoktassa az

514116 gondolkodds és kutatds médszereihez és eszkbzei-

hez." /Pélya~Szegd, 198G/
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A matematika oktatédsdban hagyomanyosan mé&s szerepe
van a példdkmak és a feladatolmak. Tsmét nem a tradicid
azt, ami miatt példdk és feladatok egész sordval (3.1ész)

egészitettik ki a szlken vett tananyagot (2.rész)w

0.2 A pédlidk szerepe nem csupidn abban 411, hogy a de~
finicékat &rthetdbbé teszik, vagy a tételeket illusztrélm
jék (var ez a funkcidjuk is igen hasznos, kiillonosen keg-
detben), és nem is abban, hogy biztositjak a definicidk
ellentmonddementességét, bér Ui definicidk esetén ez is
igen fontos. A példdk esetiinkben a {O.l2-ben emlitett)
modellezési készség kifejlesztését szolgdljdk: shelyett
tehét, hogy ismertetndnk egy 1j fogalom (pl. linearis
rendezés) definicidjdt, e16bb példdkat hozunk (pl. testi-
magassig, szemioritds) és ezek jsllemzﬁ-vonéséiyé%m'alm
kot juk meg' & definiciét; Kz az eljérds, (amelyet igyek-
sziimk kovetkezetesen végigvinni) azzal az eldnmyel jar,
hogy kiilénbdzd, de rokon fogalmak (példinkat folytatva®
eldrendezés, rendezés, hald, stb.) viligosan elkilloniil~-
nek mér bevezetésilkkor. Hitrdnya viszont, hogy a hallga%
¢ @ modellezés alapjaul szolgdld (jé1 ismert) jelenség—
bdl kislakitott szemldéletes képet esetleg kritika nélkiil
Atviszi a megfeleld matematikail fogalomrsa; ennek elkeri-~
lése érdekéven lehetdleg nagyszimi, és megleheidsen kilone
vozd természetil példidt kell hozni. Az abszirakcid médsze—
rének és eredményének elkiilonitése azonban (keldben kiw
valasztott hallgatésie esetén) nem okozghat Ul nagy nehéz-
séget, killontsen ha ennek fontossﬁgé&al az eldéadd is tisz-

t4ban van.
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Tgy tehdt a matematikdban szokdsos "az absztrakttdl a
wonkrétig" prezentdcid helyett a tkonkréttdl az absztraki-
igh megktzelitést valaszijuk, ahol csak erre méd nyilik.
By az ‘induktiv' médszer (bAr kétségkivil idéigényes)
jéval kevesebb matematikal érettséger vér el a hallgatok-
t61, mind a 'deduktiv' megkozelités, igy eldényei a bo1-
cadnzkari matematikaoktatds szdméara nyilvanvaldak.

£é
0.22 A feladatokkal valé foglalkozds eldnye az, hogy

séggel memoriter felmondatédsa is alkalmas lenne) hanem

megértését is. Konnyen lAthatd, hogy a témdba vagd felada-

tok megolddséra valé képesség szilkséges és elégeéges fel-
tétele az anyag megértésének: ha a hallgatd meg tudja ol~-
dalni a (megfelellen kivAlasztott) feladatokat, akkor

érti sz anyegot, azaz a megszerzett abszirakcitd (18.0.12)
egyedi esetekre is alkalmazni tudja, EXXELXEXHEZEZ ha pe-
dig nem képes megoldani a feladatot, akkor nem igmerte fel
a konkrét eset mogotti strukturdt, azaz éppen abszirak-
cids készsdégével (esetleg logikus gondolkodéséval f14d.
0.13]) van baj. A feladatok tehdt alapjéban "gyakorliat"
jellegiiek (e megkilonbdztetést szisztematilkusan végi g
viszi példdul Vinogradov, 1950), és uj otletet igényld
feladatok kitiizésére csak akkor keriilhet sor, ha a hall-
gaték a gyakorlatokat mAr rutinosan végeik (legjobb ha mar
unjédk Sket).

Minderz sziikségessé teszi, hogy a hetenként rendelie-

zésre 4114 hérom drit eldaddsra és gyakorlatra bontsuk fe1®

[Altalévan a 1 1/2 6ra eldadds, 1 1/2 déra gyakorlat

ardny tinik c_¢lszeitlinek, de annak érdekében, hogy ezen
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médositani lehessen, célszgerii a rendelkezésre 4114 iddt
folyamatosan illeszteni az $rarendbe (pl. reggel 8-11l-ig)
enndl is inkédbb, mert ez lehetdvé teszi, hogy @ sorrendet

¢s az ardnyokat alkalomrdl alkalomra rugalmasan osszuk be. ]

Megiezyzés. Biméletben lehetséges, hogy a gyakorlatokat mas

vezesce mint aki az eldaddsokat tartja, de tekintettel az

oktatis kisérleti jelkegére és az elfadd és a gyakorlat-

vezetd k6zott mindenképpen szlikséges szoro?wfgyuttmﬁkbdésre,
egye idre ezt nem 3avasolju£:"

Ttt térimk ki a hallgatdk teljesitménye értékelésének
kérdésére is: kivanabtosnak tartjuk, hogy minden gyakorlat
végén (vagy elején) a haligatdk fél dras £3 feladat) (rop)-
dolgozatot irjanak, és azm érdemjegyet lényegében ezek &t-
laga hatirozza meg. % [Elképzelésink szerint a dolgozatok-
ban mutatott teljesitmény alapjdn a gyakorlatvezeid meg-
ajdnl egy jegyet a hallgatén&k,-aki (ha jobb jegyet kivan)
vizsgézﬁggla gzébanforgd £élév anyagdbdl. E vizsga lehet
szébeli vagy irédsbeli - ezt dontsék el a didkok.]

Természetesen a 3. fejezet c¢supdn Srérdl Sréra lebont-
va keriilhet & hallgatdkhoz, és az ott leirt feladatok
helyett jovére mér mdsoknak kell szerepelni a rdpdolgoza-
tokban. Az ilyen médon Ssszegyild feladabtok néhiny év mul-

va esetleg egy példatér kiaddsit is lehetdvé teszik.

Még két olyan vondsa van ennek a tantervnek, amit ki-

1on szereitnénk kiemelni.

0s2 Kilondsen fontosnak tartjuk, hogy minden tétel

(definicid) a legteljesebb matematikal szigorusaggal keril~
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jon térgyalasra: nemcssk azért mert az ilyen (formalis)
t4rgyalas bilzonyos tekintetbe hozzédbartozik a matematika
1lényegéhez, hanem azért is, mert egyes anyagrészek (pl.
infinitézimélisok) masfajta tédrgyeldsa rendkivil kocké—
zatos, u.i. nehezen kimagyardzhaté félreértésekhez vezet—
hek. A precizitast természetesen nem kxell a=végletekig vin~
ni (& 2. részbll vilagos lesz, hogy pontosan meddig ki-
vénunk elmenni) és a hallgatdsdg natematikal érettségének
fejlédésével pdrhuzemosan a Szigoru tArgyalds egyre in-
KAbb informélissd tehet§. Ez a folyamat azonban mem tor-
xollhat népszeriisitésbe: minden fogalmatl definidlini és min-
den tételt bizonyitani kell. Bz aldl kizédrdlag olyan té—
telek lehetnek kivételek, amelyek bizonyitésa az adott:

eléképzetiséggel mér 6ndlldan megérihetd, és magyar nyel-

ven elérhetd. Bbben az esetben is sziikséges azonban a $é—
tel pontos kimondédsa €s a bizonyitds helyének pontos meg-
jelvlése. Hangsulyozzuk, hogy & matematikaoktatds nem té-
telismertetés: az anyag megértetésére torekszik. Eppen
ezért (hacsak nem hézﬂ?ela&at volt a bigonyitéds elolva=-

sésa) a csupan kimondott tételeket a tovédbbiakban sehol sem

nasznal juk.

0.24 1d8r81 1ddre elmondunk (bizonyitunk!) u.n. nemtrivid—
1is tételeket is. Ez kettds haszonnal jar: egyrészt a hall-
gaté jobb képet kap arrdl, hogy a matematika milyen hatal-
mas szellemi t6két képvisel, mdsrészi jobban megismeri a
formilis gondolkoddsméd jelliegdt, médszereit és buktatoit
is.

A "mély' tételek ériékelését ellsegiti, ha ezeketl az
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e16z6 gyakorlaton (csillagos) feladatként kitlzzik,
smennyiben erre méd nyilik. iltaldban eldnyben része-
gitjik a mély eredményeket a kevésbé szemléletformalih—
kel szemben (ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy & lehetd leg-
nagyobb hatdst kivaltd anyagot kivanjuk leadni), de nem
tsreksziink arra, hogy az alkalmazott bizonyitédsi méisze—
rek erejét a végsdkig kihaszndljuk -~ a kimondoti tételek

nem feltétlentl 'élesek’.

Mint az eddigiekbdl is 14thatd, a tananyag elagja~
titdea kivald képességeket és jelentds aktivitast {(tehdt
érdeklddést) kivan meg a hallgatdktdol. Nyilvénvalé, hogy
ezen feltételek egyike sem tételezhetd fel egy teljes ey
folyamrél., Ami az érdekldédést (tehat az onkéntességet)

illeti, ekhez nem ragaszkodunk, mert az a véleménylink,

nogy & tenanyag alkalmas bdrmely intellektudlisan

nyitott hallgaté érdeklddésének felkeltésére és femnntbar-
t4sdra. Ragaszkodnunk kell azonban a kivald képességek-
nez (nem matematikai képességekrll vagy elﬁképzettségréll
van szé, hanem &ltaldnos intelligenciardl) és lgy véljik,
nogy a hallgatésdg teszttel vald (el8)szelekeidja ok-—
vetleniil szilkséges. A figgelékben koztlt teszlet erre a
célra dolgoztuk ki: Ugy véljik, hogy egy kétezdz fls év-
folyambél kb. 150-en a minimdlis pontszémot sem fogjdk el=
érni, és legfeljebb 5-6 olyan hallgatd lesz, aki a teszt
alapian kétségkiviil alkalmas a tantargy befogadaséara. ® (Te-
kintve, hogy az ilyesfajta felmérésre alkalmas feladatok

{pl. “megcsalt férfiak"”) igen gyorsan terjednek szdjrdl-

gzdjra, & teszt kiprdébdldsira (pl. elsééves miegyetemi
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vagy matematikus hallmatdségon) nem nyilik mdéd, €és a
fenti arényockat nem tudjuk garantdlni. Konnyeb tesztetd
nem kivAnunk késgiteni, mivel az nem bizgtositand a ki-
vant szin#onalat, de nehezedt készitése (amennyiben a
figgelékben leirt teszt nem rostédlng meg eléggé az év-
folyamot) nem utkdzik nehézsdgbe.] A létszémnak a ter-
vezett 12 fére vald feltoltése t5rténhet a fennmaradd
asgyvenvalahény hallgatd utdteszteldsdvel, de ennél
célszeribbnek timik a 'természetes szelekeid': ezek a
hallgaték latogathatjék az elsé néhany eldaddst, és a
gyakorlatokon (és rﬁpdolgoﬁaﬁokban) nyijtott teljesit-

ménylk dont. Eldszelekcidra azonban mindenképpen sziik-

ség van.

Ugy véljik, hogy a 0.1 pontban leirt célok nemcsak
s tdrgyelispankeriilé anyagot, hanem a targyalas imént
leirt médszereit is meglehetbmen szitkségszerivé teszik:

ezt azonban itélje meg az olvasd.

0.3 Koszonetnyilvanitas

A matematikai bételek és definicidk szelleml tulajdon-
joga igen kevéssé megdllapithatd, kiulondsen azért mert
ezek 4ltaldban hosszi csiszolddds és egyszeriistdés soran
nyerték el mai formdjukst. A tananyag nem tartalmaz olyan
tételt (definicidt), amely a szerzéktdl szdrmazik, bLar

a bizonyitésok némelyike jelen forméjéban legjobb tudo-
mésunk szerint Uj. Az irodalomjegyzékben (és iddrdl iddre
a tételek neveként) megkiséreltilk az altalunk eldényben
részesitett bizonyitdsok (definicidk) eggy forradsat fel-

tintetni, de nem biztos, hogy a bizonyitas (az adott for-
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méban) valdéban az idézett mu szerz8jétél szédrmazik. Az 1.,
2., és 3. fejezetek fg}épitése parhuzamos: mindegyik 4. ne-
gyedévre tagolddik, ezekbll az elsd badrom Kornai Andras,

o negyedik Prészéky Gabor munkd ja. Bonek az anyagnak 2z
Seszedllitdsdhoz szémos Otlettel és tandccsal jdrult hozzé

?f‘a\\i\(.\)%;\o%r\ de o tervexet weauetdll \h%\gg&_{.\,@ auyue gilat
b ey SoneSen rhe weoq.

. itt is szeretnénk kifejezni nekik halankat.
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1. TANTERV

A matematika oktatdedt némileg megneheziti az & Lény,

nogy az egyes fejezetek nagymértékben egymésra épiillnek:
valésziniedgezdmiténi ismeretek példaul - eltekintve a
megtéveeztben egyszerit véges esettdl ~ nem szerezhetlk =
mértédkelmélet {absztrakt Lebesgue~integralok) ismere#e
nélkiil. A mértékelmélet oktatésa feltételezi az analizie
elemeiben, a valés fiiggvénytanban ce az n-dimenzids euk-
1ideszi terek geometridjdban valé jartasedgot, és a vald-
szinliségszémitas tobb tételének bizonyitdedhoz a komplex
fiiggvénytan eszkbzeire ie eziitkaég van. A példédk a végtelen-
ségig ezaporithaték lennének -~ az mindeneseire mar ebbdl

az egybdl is vildgosan lathatd, hogy bizonyos teriiletek
jemertetését hidba indokolnd alkalmazhatdsdguk (0.12)

~két fé1év alatt egyszerilen nem kerilhetnek térgyaldsra.

Tde tartozik a valészinuségszdmitdeon kiviil a katasziréfa-
—olmélet és (a rendelkezdere 4116 idd: rovidségére vald
tekintettel) 2 linedris algebra haladottabb fejezetel is.
Egy olyan eléaddsban, amely a nulldardél indit {eemmilyen for-
miban nem tdmaszkodunk a kOzépiskolas matematika—anyagra*
[Méghia el ie tekintink attdl, hogy a nallgaték szikeég-
képpen killonbozd ezinvonalu elﬁismeretekkel érkeznek =az
egyetemre, a kézépiskqlai tananyag nem-szabatoe jellege
ée - nyugodtan mondhatjuk - érdektelensége Vnmagiban elég-
séges ok arra, hogy a gimndziumi snyag 'tovabbfejleeztése’

helyett inkdbb s rossz emldkek elfeledtetésére toreked jlink. ]

két fé1év slatt semmiképpen since médunk eljutni ezekhez,
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az egyéni és tarsadalml viselkedds vizsgalatdban oly
fontos szsrepet jédtszé terilletekhez.
Itt fogalmazzuk meg a 0.13 részben emlitett hasznos-

gédgi kritériumot: amennyiben valamely egyébként fohtos«

nak itélt anyagrész ismertetéséhez szilkséges egy misik
anysgrész eldzetes elsajétitasa, akkor ez utébbi okta-
téséra elébb kell, hogy sor keriiljon. A "filozéfial re-
levancia' (a tovdbbiakban réviden "0.11") és az 'alkal-
mazhatésdg' (ezentdl "0.12") kritériumaival ellentétben
tehdt ez az &érv {"0.13%) az anyagrészek oktatdsinak jorrend-
jét is indokolja.

Jelen fejezet feladata tehdt roviden igy is fogal-
mazhaté: mi az a maximalis (két féiévben eldadhatd) tan~
anyag, esmsly 'didaktikailag' zért' azaz eleget tesz 0.13-
nak, és mkkmEk bolcsészkari oktaitésban megindokolhatd,
azaz eleget tesz 0.1l-nek 11ll. 0.12-nek. 4E tananyag
kivalasztasidra a kdvetkezd (mohd) alRoritmust haszniljuk:
tekint®link egy didaktikailag zart részhalmazt, és amennyi~
ben még fér valmmi a két félévben, kivalaszitunk egy ujabb
anvagrészt (0.11 vagy 0.12 alapjén), és az ezzel bévitett
addig iterdljuk, amig a két félév be pem telik. Kiinduld-
pontunk az ilires halmaz vagy, ha jobban tetszik az a fel-

tevés, hogy matematikdt fogunk tanitani.

1.1 Alapok

Bérmiféle matematika tanitdsidhoz elengedhstetlen a mate~-

matika alapjainak, azaz a halmazelméleinek és a matematikai
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logikénak az ismerete. Mieldii rétérnénk arrs, hogy ponio-
aan mit is kivAnunk megtaniteni ezzel az indokkal, rdviden
kitérink arra, hogy miért nem vdlasstjuk a legkorszeriibb
(mindéssze a hatvanas évek kdzepe 6ta 1létezd) u.n. kate-
géria-elméleti megalapozést.

Azon kivill, hogy nem tiinik tisztességesnek olyan anya-
got leadni, ami még angol nyelven sincs monografikus szin-
ten feldolgozva (tehdt a didk nem mshet uténa) és magya-
rul pedig egyéltaldn nem érhetd el, didaktikailag kKockam
zatosnak timik olyan absztrak formalizmus ismertetéss,

amely - bar hatalmas msnnyiségi - matematikal anyagbdl

lett slvonva, & 'veldsdghoz' kevés kéze van.” [Bizunk ab-
ban, hogy az &ltalénos iskolail *uj matematika” eléggé
felkészitette 2 digkokat arra; hogy & halmazelméleti
absztrakcidkat be tudjdk fogadni.] Ily médon tehdt a kate-
gériselméletl megalapozids Osszegyeztethetetlen az Altalunk
kivant "induktiv'" oktatdsi méddal és - legnagyobb sajnd-
lgtunkra - le kell mondanunk réla. Megjegyezziik, hogy ez a
megalapozés sem tenné sziilksdgtelenné s matematikai logika
ismertetését, hiszen a {0.13-ban emlitett) "szabatos
gondolkodds" a matematikusok szémdra maig a formdlis
logika szabdlyasinak betartdsdval egyenértékii.® [Ebbsl a
szembontbdl a formélis logika nem visszavonu}éban,'hanem
eldtetordben van: a természettudomédnyos vildgképben az
utébbi shgz éveen bekﬁvetkezett valtozdsok {(kildntsen a
kvantummechanika megjelenése) az informdlis 'jézen ész'~
sz8] kapesolatban fokozott dvatossagra intensk. Nyugode
tan mondhatjuk, hogy & logika ma mér Atksrilt 2 filozd-

fia birodalmabdl a matematika teriiletére, ugyanﬁgy, shogy
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a kogmolégia ma mér a fizlkdhoz és nem & filoz6fidhoz
tartozik. Az ezen a téren a szocialista orszagokban
folytatott utévédhare (u.n. ngislektikus logika™) kiléd-
t4stalannak tinik, Ezi természetesen nsm jelenti azt,

hogy & 'korrekt okfejtés' formalizdlésa ma mér befsjezett

togils,

folyamat: klildonssen a valdaeziniiségi és8 & fuzzy/féfﬂletén
sok még a tisztézatlan kérdés.]

Tskintve, hogy & balmazelméletet is szigoru fonnébah
kivédnjuk ismsrtstni (14.0.23}), a logikéval kell kezde-
niink, igy az elsd 6rén a predikdtumkslkulus szintaxisét
ismertetjilk. o

|

|

Az induktiv ped;éégia nédszer

mfié.d:&l) é;itwié;éggg.kivénunk,szﬁkségessé taszi, hogy
az elladdst egy olyan példa vezesse be, melyen a matematim
kai gondolkoddsméd jellegzetes vondsai konnyen tanulméa-
nyozhatdk., Vdlasztésunk az Arrow-féle lehetetlenségl té-
telre esett, mivel ez humin alkalmazdsban szlletett (0.12)
eléismeretek nélkil is konnysn kdvethetd, és talan némi
filozéfiai relevancidval (0.11) is bir. Mivel a bevszetd
el6adds nem csupdn sz ismereiszerzést, hanem a hallgatdk
orientdldsit is szolgdlja, a késSbbiekhez képest ardnyta-
lanul részletesen van leirva. Kiildéndsen vonatkozik ez az
41ltalunk szitkségesnek vélt 'filozéfiai' eszmefuttaté-
sokra: négy oldaslt szenteltiink csupén a matematikai téte-
lek cafolhatatlan jellegédbdl adddd kbvetkeztelések levo-

nidsara. Ugy vélilik, hogy a matematikal lgazségok bizonyos

vonésainak (sbsztraktedg) ennek okaipak (logikai Uton nyer-
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jiik) és kxovetkezményeinek (szélesebb kbrben alkalmaz-
haté mint smire eredetileg széntdk) hangsulyozéea hosezu
tdvon ie gyimdlcsozd lehet.

Tekintve, hogy az eldadéseorozat folyeman az eldadd
ugyis a sgjat matematika-filozéfidjat érvényesiti, azok a
matematikdrél szélé fejtegetések melyeket az anyag elszdér-
tan (és az eled eldadds koncentrdltan) iartalmasz, pasztan
az ilyeefajta fejtegetésmek az elﬁadéaban elfoglalt ardnyat
és nem pedig tartalmdt hivetotiak jelezni. Konkrétan az
eled elfadds esetében ez ennyit jelent, hogy az ora kb.

egyhammadat ilyesfajta fejtegetésekre tartjuk célezerinek

szdnni{ez az ardny a félév folyamén dllanddan csikken,
és gz elsd négy-o6t eldadde utédn mér sehol nem éri el az
ot szdzalékot), de az eldbb felsorolt jellemzdk bar-
melyikét (és esetleg mdeokat is) nyugodtan térgyalhatja
az e1ldads, és egydltaldn nem fontos, hogy a cafolhatatlan-
ség ezek kozott kitiintetett szerepet kapjon. Bar a jegy-
zet ilyesfajta részei 1d6rdl idére meglehetdsen hatdrozott
dlléasfoglaldsokat tartalmaznak példdul az axidmatkius méd-
szer, a konstrudlhatdésdg, vagy éppen az empiria kéxdgmgnek
szerepének kérdéeében, ezekkel sem kivénjuk megkttni az
el8adé kezét azon tUl, hogy a szébanforgd kérdésrdl vala-
mely iddpontban (és ez sem szikségképpen esik egybe azzal
az idéponttal, amikor a  kérdést az anyag ezerzdi felvetik)
nem artans ezdi ejtenie. _

A predikédtumkalkulus megértéséhez »imzxdmks elenged-
hetetlen, hogy a hallgatd e kalkulusban felirt elméleire
ezéamos példat lédsson: ezek kOril az elsd természetesen a

halmazelmélet  kell, hogy legyen. A mésodik eldadéas tédr-—

gya tehdt a halmazelmélet axidmatikus megalapozédsa. Mi a
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sermelo-Fraenkel-féle felépitést valasztoltuk,as eldads
azonban - ha gy itéli helyesnek - nyugodtan haszndlhatja
példdul a Godel-Bernays axiémarendszert is, a fomtoe ceu-
pén az, hogy & térgyalas szigoruan axidmatikue lsgyen. A
harmadik eléaddera hagytuk a relécidk fogalménak ismerte-
tdsdt: e fogalom kulcsszerepére vald tekintettel csupén
az ekvivalencia-és rendezéel reldcidkkal kapcsolatos tri-
vidlis tételek keriilnek bizonyitasra, az 3148 fennmaradd
részét gyakorlédsra ezdnjuk. A negyedik el8adds a fliggvény
és a milvelet intuitiv fogalménak halmazelméletl megalapo-
zhséval foglalkoziki- ittt ismertetjik a természetee gzéb-
mok standard modelljét is.

Az elsd négy (szorosan tsezefiiggl) elbadae tehdt azt
a "technikai minimumot' dleli fel, amely nélkill a mate-
matikdban egy 1épést sem lehet tenni. Igazedg szerint
ehhgz a technikal minimumhoz tartozik még a flggvényekst
karakterizald killonféle tusmlajdonségok (injektivitds, etb.)
de a fiiggvények kompozicidja ie: didaktikail okokbdél azon-
ban ezt az anyegrészt az 6t68ik gyskorlatra halasztottuk,
amikor mar hasznoe pflddékat tufunk hozni nemcsupan szémok,
hanem pl. hdlék kozti fliggvényekre is. Az egées anyagrésszi
xitinSen vsszéfoglalja Robineon (1974) 2.1 (6-7.01d) és.Ben-
k& (1975) 0.1 (200-213.p1d): - az elsé négy eldaddsnak
és az 0t6dik gyakorlatnak a célja minddseze emmek & (16 ol-
dalban leirhatd!) snyagrésznek, az Arrow-féle lehetetlen-
ségi tételnek és a Peano-axidémék standard modelljének ismer-

tetése.

Az anyag kézéppontidban a strukturédkkal vald ismer-

kxedés 411 (ennek indokait 1d. 1.2 alatt): incduktiv méd-
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azeriink értelmében a negyedév hitralevd réuzét (tehdt

harom alkaslmat, w.i. minden negyed évben hagyunk egy tar-
talék Srdt) konkrét strukturdk ismertetésével toltjlik. A
vélasztott strukturdk a haldék 4s Boole-algebrdk: az 0todik
eléaddsban keril ismertetésre ezek elsérendii elmélete. Iy
médon a hallgatdknak nem csupéﬁ két ujabb axidématikue el-
mélet megismerésére nyilik médja, hanem & rendezési rela-
cidkrél és a halmazmiveletekrdl gzerzett ismereteit ik 4l-
talénosithatja. 4 hatodik eldaddson igazoljuk, & Zorn lemmat
(0.13, 0.24) majd idedlokikal, filterekkel és ultrafilterek-
kel foglalkozunk (0.13), és belatjuk a Stone-féle repre~
zentdcidés tételeket (0.24)- Ezt anndl ie inkdbb eszlikséges—
nek érezzik, mivel a struktura~tételek a matematika igen
jellegzetes termékel,és més ilyen eredmény ismertetésére
mincsen méd.

A hetedik eldadéson a kijelentéskealkulust (0.11) mint
azabad Boole-slgebrit vezetjik be és vizsgaljuk, mégpedig
a hallgatdésdggal egylittmilkodve, k0z0s problémamegoldas
forméjdban: ez a forma bizonyos mértékig arra is médot
nytjt, hogy lemérjik, mennyire sikerilt kitizott céljain-
kat (1ld. Xillonosen 0.12) az eled negyedévben megvalésitani.
A nyolcadik {tartalék) eldadds témaja a magasabbrendil pre-
dikdtumkalkulus ezintaxisa: errdl az anyagrészrdl azonban
csupdn akkor tartjuk érdemesnek beszélni, ha a tobbi anyagot
a hallgatdk mar kifogastalanul elsajatitottdk.

Az elsd negyedév anyaginek elasjatitasat jelent8s mér-
tékben megkingyiti az a ﬁény, hogy a térgyslésra kerild
anyggrészek szémoa'gégélé, magyar nyelven elérheté tan-
kﬁnyvbeniﬂegt&lélhﬁﬁgzek k&ziil is killon kiemelnénk Halmos-
Siegler (1981) tankdnyv-példatérdt, melynek els§ 16 feje-
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netét® [A 13. fejezet (aritmetika) kivételével: ennek is-
mertetésére ugyanis csupan & magodik félévben kerul sor,
egy Olyan anyagrész {a sSzamkor felépitése) keretében, ahavé
természetes médon illeszkedik.] (13«66. old. ) és & hozzéa-
juk kapesolédd pélédkat (101~134. 0ld.) szinte "tOrzsenyag-
nak tekintjik. Az ezen tdlmend logikai, hildelméleti és jé-
1éti kozgazdaségbani anyagrészekhez mar csak kilon~kilon
tudunk irodalmat javasolni (1d. 4.), és itt ie igen gyak-
ran kémyszeritililk a miénktdl (és egymastdl) eltérd termi~
nolégidju mivek emlitésére. Tisztdban vagyunk vele, hogy ez
az eljéras a hallgatdk helyzetét igen nehézzdéd teszi: kllo~
nossn vonatkozik ez az ondlld kéaziitlésben még jératlan
cléGévesekre. Bztaxz problémédt azonban csupan egy jegyzet
oldhatni meg, marpedig végleges jegyzetl megirdsénak nyilvan
csak néhany tanév tapasztalatai birtokaban van érielme.
Végiil szerstnénk roviden kitérni e tammenet egy olyan
vondsdra, smely ldtszélag ellentétben 411 az &ltalunk kovet-
ni kivédnt induktiv pedagégiai médszerrel - arra tudniillik
hogy a hagyoményos felépitéstdl eltérosn ebben & tanterv-
ben a predikdtumkalkulus iemertetése megeldzl a kijelen-
téakalkulus térgyaldsit. Véleményink szerint ezt a megol—
d4s igen sok eldnnyel jéar: egyrészt ichetdvé teszl hogy a
nallgatdé megkiillénboztesse a matematikal jellegit anyagrésze-
ket a (kilondsen az elsd néhdny elfaddsban igen gyakran eld-
forduld) 'filozdéfiai’ okfeétésektél, mésrészt médot ad ar~
ra, hogy a kijelentéskalkulust mint problémét targyaljuk.
uwivel a szikséges appardtusnak addigra mér birtokdban vanmak,
8 hallgaték,feliaﬁ%hetik a kijelentéskalkulus mbgott a lé-

nyeget t.1. a (szabad) Boole-algebrai strukturdt. Bz igen




- 25 -

elényss a targyalds mélysége (14.0.24) szempont jdbél, ennal
is inkédbb, mivel hasonlé szintil tdrgyalasra, {pl. cilindri-
kus algebrak ismertetéséfe) a predikitumkalkulus eseté~
ben semmiecsebtre sem nyilik méd.s rendelkezésre 4116 1dd
rovidsége miatt. Mi t6bb, hosszabb tdvon az induktiv szem-
pont is igy tinik a legjobban érvényesithetdnek, mivel ax
hallgatd wigsziix igy eldszor példat kap a nyelv és a mate-
nyelv elkiulénitésére (ez a modalis logika tdrgyalédsanal lesz
fontos) é8 szabad strukturdkrs (ez pedig a formdlis nyelm
veknél). A predikitumkalkulus ismertetésére mindenképpen
gsor kell keril jdn valahol (0.11, 0.12; 0.13): az, hogy ezt
nem halasztjuk késébbre szzal az eldémmyel is jér, hogy a
térgyalds kezdettdl fogva elegendden szigoru (1ld. 0.23)
lehet. Ezdltal a hallgatdénak mdédja nyilik ré, hogy ezt a
tantdrgyat ® meg tudja killvnbogztetni a tobbitdl: itt vegll-

ig formalis studiumokrdl van szd,.

1.2 Strukturdk

"A folytonosadgrdl kivild eldszeretettel nyilatkoz-
nak a nem mathematikus filozéfusok, rendszerint
azonban a delosi j6sokndl is misztikusabban: idézem
itt Russel szavait, melyek nemcsak Hegelre taldldk:
.+s & Hegeli kijelentést, miszgerint minden ami
disgkrét, egyben folyinnos is, és viszont, engedel-
mesen és unalmassn hangoztatjak kévdli is. De aszt,

hogy mit is értenek folytonossdgon ¢s diszkirétsé-
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gen, diszkrét és folytonos csenddel takarjdk."

/Riesz, 1926/

Az els§ nsgyedévben ismeretetett anyag technikai szempont-
b6l még szamos irényban tovdbbfejleszthetd, mélyithetd,

és elabordlhaté lerme, ez szonban nem szolgdlnéd kKUlono-
sebben ¢éljainkat, t.i. a matematikat kreativ médon prob-
1émik modellezdésére és mmgwkddd megoldisira haszndlé bol-
csészek képzését. Lppen ezért a tananyeg kozéppont jaban a
matematikai modellezés épitékoveivel, & strukturakkal vald
iemerkeddést allitottuk;e dontésinket azzal is indokol-
hatnédnk, hogy a strukturalis gondolkoddsméd ma mar a hu—
mén tudoményok szinte minden teriiletére behatolt.

| Spikségesnek 14%tuk mind folytonos, mind diszkréd
strukturdk ismertetésdt, mivel a humdn tudoményokban a
folytonos és diszkrét jelenségek vizsgdlatdra agyarant
sor keril (bir kétségkiviil ez utébbi a gyakoribb). Induk-
tiv médszeriink érbtelmében tehdt a strukturafogalom lsmer-
tetését meg kell eldznie folybtonos strukturdkrél hozott
példdknak is: az elds két (szorosan ¢sszefilggl) eldadas
tulajdonképpen ezt a célt szolgdlja.

Az elsd eldaddsban a metrikus terek = elméletének
glemeit iameftetjﬁk (ezt az anyagot kitiinden Vsszgfoglal-
ja Benkd§ (1975) 1.1-1.2 (11-16.0ld.)). Itt ismertetjik a
Xuratovezky axidmikat (topoldgikus térrél sajnos szen

télmenden nince médunk beszélni) és az n-dimenzids eukli-

deszi teret is: ezek késébbi tanulminyaink szempontjabdl is




igen hasznosak. A mésodik eldadés az eldézd dran szer-
sett ismereteket egésziti ki és konkretizalja RE-ben: itt
tulajdonképpen az analizls alapvetd tételeit ismertet juk,
és ha az 1d6 megengedi akkor egy mélyebb eredményt is:
beldtjuk, mindeniitt folyltonos, de seholsem differencial-
hatéd Figgvény létezédsét.(0.24).

pény, hogy a figgvénytan (az egy k6 zgazdasdgtant
kivéve) nem nagyon hatolt be a human tudoményokba, és az
jemertetett tételeknek tudtunkkal nincs semmilyen kozvet-
jen alkalmazdss ezeken a teriileteken. Ugy éreatilk azonban,
nogy a matematikdnak e taldn legnagyobd (de a természet-
tudomdnyos alkalmazdsok szempontjébol mindenképpen leg-

fontosabd) terilete mellett nem mehetiink el szd nélkﬁl-ﬁ
[Ezt a kis kitérd egyébként nem csupdn a harmadik negyed-

év ellkészitéséhez hasznos (0.13) hanem azzal az eldénnyel
is jér, hogy = hallgatdk ezen a ponton Osaze tud jék mér-
ni ennek azz eléadisnak a médszereit: (és szinvonaldt)

a ktzépiskolai matematikacktatéséval.]

Windezek uldn a harmadik elbaddson kerill sor az
aslgebrai strukturs ismertetésére: itt sorra bevezettik a
monoid, csoporf, abel-csoport, gyuri és test fogalmdt,
majd az altalédnos (univerzdlis algebrai) strukturafogal-
mat ismertetiik. Itt definidljuk a részstruktura és a di-
rekt szorzat fogalmét is, tovébbd sor keril a kompatibi-
1itéds, kongruenciareldcid, faktorstrukiura fogalménak is-
mertetésére is, részint az eddigi anyagbdl vett, részint
ij példdk alapjén. Az alapvetd fontossdgu homomorfia-tétel
jsmertetdése utdn generalt részalgebrardl, illetve kongruen-
cidkrsl beszélink, és definidljuk egy algebra részalgebra-
j1letve kongruenciahdléjat is. Mindez médot nydjt az al-
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gebrai lezdrdsi rendszer lezdriedra, és ezdltal a foly-
tonos ée diszkrét strukturdk kézti kapcsolat mggvildgi~
téséra.

Ha éltekintﬁnk att6l, hogy a negyedik gyakorlat egy
réezét még a harmadik eldadas anyagénak gyakorldsara szén—
juk, elmondhatjuk, hogy az elsd négy eldadds anyagdhoz
hasonldan az elsd ¢ 10 (+ 1 tartalék) eldadéds anyaga 18
didaktikailag zart. & Télév bédtralevd részében ismerteten—
a8 anyegot 0.12 alapjan vilasztottuk ki: a negyedik otodik
el8addsban a formdlis nyelvsk,és automatik eiméletével, '
a hatodik - hetedik eldaddson pedig linsdris algebraval
foglalkozunk. (B két tomb, és az elsd hirom dra az eld~
ad4isban elfoglalt sulyinak némi rugalmasségot kdlcsonos,
hogy a tartalék Sréra nem jeldltink ki kilon témit: ezen
az eldaddson & hallgatdsig eldmenetelének és érdeklédésének
megfelelden kivélasztott anyagot lehei tdrgyalni.)

Mivel a szémitdgdp megértéséhnez e ferilet fdbb gondo-
latainak ismerete elengedhetetlen, a formélis nyelvek ok-—
tatasht 0.13 alapjédn ie indokolhattuk volna; hangsulyoz—
zuk azonban, hogy ez az elmélet a nyelvészetnek (és nem
csupan & generativ pﬁradigménak) ma mir szervee része,
igy eldaddeunkban mindenlképp helyet kell kapjon. Hasonld
411itéds igaz a . linedris algebréira is: a kozgazdasdghan
deskriptiv és preskripiiv dgai egyadrnt hasznaljak ezt a
formalizmust, igy ismertetésére legaldbbis alapszinten min-
denképpen sziikség van.

Osezefoglaldan elmondhat juk, hogy az elsé félévben
s logikai szemantika kivéleldvel (errdl a harmadik negyed-

évben lesz szd) lényegében minden olyan anyagrészt érin-

tiink, smi 0.12 alapjédn megindokolhats, és két féléves bol-
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cadszkari oktatds keretében egyaltalan t4rgyalhaté. Hang-
sulyozzuk azonban, hogy ez a két fé1év rendkivil kevés® :
[Legaldbb két félévet igényelne, ha ismertetni kivanndnk
mindazt, ami az automata~elméletdél a nyelvészetben effek-
tive felhasznilésra keril a szintaxis-kutatasban: hasonlé
411itas igaz a matematikai logikdrdl (szemantika) és a ma-
tematikai anslizisrdl is.(fonetika). A fdrsadiélomtudomdnyl
kutatdsokban hasznilt matematikai apparétus nagységirdl |
némi képet ad, ha megemlitjik, hogy & magyar ko zgazddszg~
képzésben (amely tAvolrél sem nevezheté formglis orientéi-~
ciéjunak) az 6sszdéraszém kb. egyharmaddt ennek ismerte-
tésére szanjik.

Meggyézbdésink szerint szoros osszefiiggés van a humén
tudoményok szinvonals és a hozzédjuk kapcsolédd matematika
oktatis szinvonalas kozdtt: a nemzetkvzi Usszehasonlitas
(és taldn a kiilonbbzd tudomdnydgak Osszevetése is) ezt
igazolni 1ldtszik. Nem 41litjuk, hogy ebbél a korreldcid-
bé1l ok~okazati Osszefliggésre lehetne kUvetkezteini, de ugy
vél jiik, hogy mindenképpen eldnyts kovetkemményekkel jarna
ha a matematike oktatdsa a bolcsészképrzésben Fewakxmagyskl
a tervezettnél jéval nagyobb stilyt kapna.] hosszabb eld-
adés keretében jéval tobb kérdésrdl lehetne szé (pl. a
pszicholégia vagy az etika heriiletérdl). Mi 10bb egyes
anyagrészek "érintése"” helyett méd nyilna azok alapos tar-
gyaldsira és ezdltal a szébanforgd teriletek formdlis appa-
rédtusdnak készpégszinten vald begyakoroltatdsdra, ami

annsdl is fontosabb, mivel ez bizonyos mériékig ellfeltétele

a matematika krestiv alkslmazasanak.
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1.3  Szémok
A harmadik negyedév anyagst O.1l alapjdn indokoljuk: az
itt targyelt anyagrészek =Xy célja az elmélet. és a modell,
az igazsdg és a szilkségazeriség viszonydnak feltarasa: e
wérddsek Tilozéfiail relevanciija ugy vé1jiikk nem szorul
igazoléasra.

Az olsd eldaddson Atismételjiik és kiegészitjik az
{el s8rendil) predikitumkalkulusrdél tanultakat: bevezet—
juk az (elsbrendil) struktura és az interpretdcid fogalmat,
és definidljuk az idekapcsolédd legfontosabb fogalmakat.
(kielégithetlség, bizonyithatésdg, fiiggetlenség, 5the ).
A kijelentéskalkulussal vald pérhuzamossdg illusztedlasa
végett beldtjuk a Prenex normél—forma.tételt. v Az alkal-
mazott logikai megktzelités és 0.1l indokolttd tenné s
Godel-tételek ill. a Lowenheim~Skolem~tételek bebizonyi-
$484t: a harmadik negyedévben rendelkezésre 4116 idd azon-
ban erre mEm nyilvédn nem elegendd. Meg kell tehdt eléged—
niink kuk&k a szintaxis és a szemkantika viszonyanak kevég—
bé mély feltdrésival: erre kivélé médszernmek tiunik az arit-
metika elemeinek ismertetése.

A misodik elddddsban tehdt nem standard modell adu§k
a Peano-mEidmakra (az ultrasggr?ag konstrukeid segitségé-
vel) és igazoljuk, hogy ez w bévitésének tekinthetd. Meg-
wiilenboztetink belsd és kils részhalmazokat wh -on, és

- ezeket részletesebben is megvizsgal juk.

A barmadik eléaddson a szémkort kiterjeszijik B-ig:
a folyaemabtot végig a nemstandard modell segitségével illuszt-
réljuk.

A negyedik és btvdik eldaddson az infinitézimalisokkal

vald szdmoldssal foglalkozunk, és az analizis egyes alap-
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tdteleinek nemstandard bizonyitdsdt adjuk.

) A sriikségszeriség vizsgalata természetesen az inten-
ziondlis (és Altalédban modaélis) logikai kalkulusok ilsmer-
tetésdét takarja: a hidtralevd eldddasoknak ez a témédja.
Amennyiben az id8 megengedi, a tartalék éréan ismerfetjﬁk
a Montague-grammatikdat, illetve annak Keenan~Falz-féle
vdltozatit. Igy tehdt az utolsé hirom slladds témavdlaszta-
s4t nemcsak 0.11 , hansm 0.12 alapjén is indokolhatnédnk,
legaldbbis azok szémira, akik a logikai szemantikat elfo~
gad jak nyelvi ténysk modelljeként.ﬁ[E kérdésben a nyelm
vészek véleménye tavolrdl sem egységes.]

Mindegzzel szemben elsd pillantdasra kildontsnek tunhet,
hogy a nemstandsrd analizis hdrom teljes elladdst kap egy
bolesészsknek szant tantervben akkor, amikor az alkalmazie
sokban kulcsfontossdgu teriletek pl. informdcidelmélst,
jatékelmélet szdéba sem keriilnek. Nem indokolhatjuk ezt a
vialasztést azzal, hogy a btansnyag ilymdédon szerves egészet
alkot, hisz méds anyagrészek, pl. a klasszikus algebra
szamos fejszete ugyanigy beillesszthetd lett volna a tan-
tervbe. Az glsd rész elején emlitett "sgymaraépllés™ ssm
lenne akadélya annak, hogy & harmadik negyedévben nemstan=
dard analizis helyett pl. jétékelmélstet tanitsunk. Ugy
véljuik, hogy a nem standsrd analizis a tananyagban elfog-
lalt kitintetett helyét az eddigieknél részletesebben meg
kell indokolnunk, kiiltndsen annak fényében, hogy ez az
anyagrész ma még a tudomdnyegyetemek matematikaszakéanak

tantervében sem szerspel.
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Ami az slkalmazédsokat illeti, fontosabbnak talal-
tuk a matematikai modellezés kreativ milveléséhez elen-
gedhetetleniil szlkséges absztrakt gondolkoddsmdéd kia-—
lskitédsdt (1d. 0.12) mint a létezd alkalmazésok részlete~
28 ismertetését. Ugy véljilk, hogy az alkalmazésok koral
megismerése hosszu tévon rendkivil kdros, mert csupén a
mir megismert modellek blivkBrébdl kitdrni nem tudé, a
matematika alkoté felhaszndléséra képtelen tudoménytech-
nikusok sorozateydridsdt segiti eld. A rendelkezésiinkre
4116 két félév minddssze az alkotd modellezésherz szikséges
ismeretanyag egy toredékének dtaddsdhoz elegendd: ugy vél-
jlik aa@onban, hogy a jslenleg rendelkezésre &llé Graszém
duplajdban ez a kérdés megoldhaté lenne. A fentebb emli-
tett alkalmazdsok oktatdsénak csupan akkor latjuk nagyobb
naszndt, ha a hallgatd ezeket négy félévnyi labsztraki™
matematika birtokdban mér kelld perspektivabdl tudjé gzemm~
1élni. Az ilyen perspektiva mégtermetéséhez elengedhstet—
len a2z u.n. mély anyagrészek oktatédsa (errdl 1d. ﬁég 0.23)
réaddsul ezek a hallgatdk szellemi igényességét is sti-
muldl jédk, ami nem lebecsiilendd szempont.

Bzek az érvek azonban alapjéban negativak: ilyen ala-
pon a matematikax bArmely "mély" és “"absziraki" fejezelét,
pl. Galois elméletet is tanithatndnk a harmadik negyedév
elsd felében. Vannak azonban olyan érvek, melyek tObbé- .
kevéshbé specifikusan a2 nemstandard analizist tlntetik ki az

ilyesfajta anyagrészek korill, ezeket vesszilk most sorra.

1.31 Magyarézé erd A matematikdt torténetileg felfog-

hatjuk gy, mint olyan tudoményt, amely szémokkal, alakzé-



- 33 =

tokkal, és ezek nesszemend 4ltalanositésaival foglalko-
2ik. A szémok kizponti szerepe a2 emberi gonddkodds sza-
mos szférijéban kbzismert, és Ugy tinhet, hogy az intui-
tiv szémfogalommal meglehetdsen j61 el lehet holdogulni.
fppen ozért, a szamkdr szigoru felépitése nem tlnik $0bL-
nek wimk valemiféle fontoskodasndl mindaddig, amig fel
nem ismerjilkk, hogy a azdmokidl radikélisan kiilonbozd in-
tuitiv elképzelések lehetségesek 861 jogosak. A nem~stan-

dard analizis az & tour de force, ami vildgossa teszi a

nallgaték el6%%, hogy a formalis logika nem valamiféle

precizkedés sziilte ad hoc gépezet, hanem olyan eszkiz, amely-

rezhetiink.

1.32 Szemléletformdld hatas Mint 1.3 elej?%ﬁ@ﬂgjegyez—

tiik, @ rendelkezésre alld idd nem teszi lehetdvé a O.11
glapjén indokolhatd anyag egyetlen mély eredményének tar-
gyalésidt sem. Ugyanakkor az elmélet és a modell viszonyd-—
val minden hallgatdénak tisztaban kell lennies ehhez pedig
induktiv médszerink értelmében ugyanannsk az elméletnek
kell radikdlissn kiilonbszé modelljeit ismertetni. Sajndla-
tos médon algebrai strukturék killonbdzé modelljeinek {pl.
Kilonbdz8 gylirlilmek) bemutatdsa nem alkalmas erre: & hall-
gatdk 'gyﬁrﬁfogalméba', *metrikus térrdl alkoitott képébe’

stb. ezek a példdk még beleférnek. Az abszolut gsmaEx geo-
metria modelljeinek {teh&t Buklidesz—i ill. Bolyal geometria)

szabatos ismerteidse az egész rendelkezésinkre 4115 1dét
kitsLltotte volna — és & hatds ezzel tavolrdl sem ledt vol-
na ardnyban, mivel =a hallgaté hallott mér valamit nem

euklideszi geometridrdl., Mivel a geometridn kivil a szdmok
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az egyetlen matematikal fejezet, amelyrdl a hallgatdénak
hatdrozott intuitiv képe van, egyszerien nincs més teri-
let shol a Hilberti programbdél adddsé azemlélet kudarcat
bemutathatnink. A nemstanderd analizis ebbdl a szempontbdl
ann4l is sikeresebhnek igérkezik, mert minden hallgatd

meg van réla gyézddve, hogy tudjs, hogy nik & szamok.

1.33 Xorszeriisés Ha végigbtekintink a tanyanyagon, agt

14t juk, hogy néhiny klasszikus tétel és definicid kivéie-
1ével (ezek egylittesen a tananyag kevesebb mint tiz szaza-
14kdt teszik ki) az elsd £61év kizdrdlag 1900 és 1930 kbzt
gziiletett eredményeket tartalmaz. Bz a korszak azonvan
Bourbakival lezdrult és (bér a matematika nem avul . el)

xorunk matematikdja mér tdvolrdél sem ilyen. Természetesen

sz sem lehet arrdél, hogy izelitdt adjuxk a ma.folyé Ku-
tatdsokrdl, hiszen képzett matematikusnak is dltaldban
évekig tart, mig eljut egy uj teriilet frontvonaldba. Ugy
vé1tiik azonban, hogy ez az Otven év késés egy kicsit sok,
és legaldbb egy terlileten viszonylag uj eredményeknek is
kell kerilniiik az eldaddsbam A hagyomdnyos matematikal
teriletek uj eredményeinek értékeléséhez mifizxix tiszta-
ban kell lenni a régi eredményekkel, igy a szdébanforgd te—
riiletet kizardélag az ujonnan keletkezettek kHzlUl lehet

xivdlasztani. Az univerzdlis algebra, vagy a kategdriael-

mélet kevéssé érdékes ha nem ismerjiik amokat a lLerilete-
xet, amelyeket.czek Altaldnositanak (1d. még 1.1). A kom-
binatorikan kevéssé érzékeltethetd a korszeril matemati-
kai szemlélet: a legtobb eredmény akar kétezer éve is meg-

sziilethetett volna. Bar kisebb mértékben, de ugyanez 411
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a formdlis nyelvek elméletére ~ ez szilethetet? volna akar
s harmincas-negyvenes években ig., Mindezekkel szemben a
nemstandard analizis az Otvenes évek logikai kutatésainak
szellemében fogant (1960 Sszén), elsd monografikus $47—
gyaldsa 1966-bél szarmazik, és elsd tankdnyvszeril ismerte-
tése 1976~ban jelent meg. Olyan tepiletrdl van tehdt s2zé
mely még a metematikusképzésben sem nyerte el végleges he-
1yét, és tanitésdval az e18bb emlitett 50 év kéasésbsl lega-
14bb harmincat (de '+ az oktatas a kutatdshoz mért elmars-—
dédsdnak figyelembevételével ennél jéval tiébbet) le lehet
faragni. A nemstandard analizils oktatdsst kizdrdlag sajdtos
jellege teszi lehetdvé: olyan teriletrdl van szd ugyanis,
ahol a legkinnyebben elsajdtithaté eredmények a xlagszi~
kus analizis tobb szédz éves tételei, melyek mar a kdzép—
iskolds cktatédsbam is leszivarogtak.

Temét hengsulyozzuk, hogy semmilyen formdban nem Ki-
vinunk a kozépiskoldban megszerezhetd matematikai ismere-~
tekre témaszkodni fErrdX de ennek az anyagrésznek a fel-
fogésit nagyben ellsegitik a gimnéziumbél hozott homé-
1yos matematikai emlékek is.

Mindezeket Oogszevéve ugy gondoljuk, hogy ma a nemstan—
dard snalizis a legkorszeriibb fejezete a matematikdnak, amely

cldadssunk keretei kozt egydltaldn tanithatd.

104‘ Gé'pek

A negyedik negyedév anyaga sok mindenben kildnbbzik az eld-
28 harom negyedévétsl, annak ellenére, hogy azok fontosabb

eredményeire igen sck ponton tdmaszkodik. A "aramikdgép",
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"programozas” (sét, "betdpldlas™) kxifejezések a heétkdz—
napi életben egy gyakorlati alapon elsajatithatéd teriilet-
nek a terminusai: mi ezt a teriletet mégis <@y olyan ol-
dalrdl kozelitjik meg, amelyikrdl ritkébban szokés. A
formalis nyelvek eimélete, az automata~elmélet, az algo-
ritmuselmélet, a rekurziv figgvénytan ee eldz8 félévben
tadrgyalt eredményel nagyon messze vezethetnek annak elie-
nére hogy a gyakorlatban igen sokszor konkrétan megjele~
né provlémékbpél szdrmazhak. Nem célozhatjuk tehdtl meg

(egy egyéves targy utolsd 7 alkelméval) az eldbb felsorold
teriletek még kdzepesen részletes kifejtését sem. Mi tObb,
kimondottan ke kell szlikitenlnk ismertetendd anyagunkat
arra, amit egy bolcsészpalya elétt 4116 nallgaté k&kxs 3/4
tanév glapjén szerzett formdlis rutinja (és elméleti is-
meretei) megengednek, dm ugyanakkor & szémikégépek alapvetd
miksaési elveinek alaposabb megértéséhes mégis elvezel-
nek. Bar ez a lesziikités nem mehet az egzaktsag rovéséra,
figyelembe kell venniink, hogy & valésédgban 1étezd szémi-
tégépek jobb megismerését és megértését kifejezetten hat-
réltat¥ja a tilformalizdlést a formalis szdmitdégép-modellek
olyanok kezei alatt szlletnek, ég olyan szdméra irdédnak,
akik mdr megfeleld mdédon tajékozottak a gyekorlati szd-

mitéstechnika &eriiletén. TEehat joggal  érezzik ugy, hogy

duktiv médszer e negyeddévben éppen a kevés iddre vald te-

kintettel lehet kifejezetten hétrényos.* [Az eldzd negyed-
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Zvekben nem egészen ezel W okok miatt vé}asztottuk az
induktiv felépitést: 1ld. 0.21.1 |

A kizédrdélagosan gyakorlati példdkbdl kignduld induk-
tiv kozelités viszont azért lehet hédtréanyos, mert a hall-
gaté — még ez alatt a rovid 148 alatt is — teljesen elvaszi~
neti & fonalat: nem érezné, hogy valﬁ&éban hogyan illesz~
kednek a szamitdgépek az addigra (reméljlik) kialakitot?
abszirakt szemlélethez. Az els8 harom negyedév formaliz-
nmusai utdn az elsdsorban praktikus szempdntokat hangsu—
lyozé negyedik negyedév utolsd perceiben mégegyszer fel-
villianhaina néhiny ’méxematikaihbnak' tiné eredmény, de
aztén a hallgatdék emlékezetében hamar elhalvanyodna, hiszen
(kozvetlen) folytatésa nem lense.

Fzzel szemben, mi azt az utat védlagzt juk, hogy &%z
o188 hérom negyedévben a szdmitdégépek és algoritmusok
elméletének mér térgyalt pontjait fglidézzlik, és a mos-
tanra mar jél‘ismerﬁ véges automatdktdél prébalunk meg el
jutni a ¢ Turing-gép fogalmiig.

Az algoritmiius fogalmazasméd elemelt ezek utdn a
Tufingmgép programozésa (valamint az automata—-osztalyok
Kozotti killonbségek szemléltetésére haszndlt folyamat~
dbrik) kapesén ismeri meg a nallgaté. Bz a hagyomanyos
programkozési nyelvek elsajdtitédsdhoz is elengedhetetlen.BE
[Konkrét programozési nyelvek.tanitéséra a rendelkezésre
4118 idd természetesen nem nyujt médot.] A Turing-gépek
kxapesén a legfontosabb algoritmuselméleti ds kiszdmitha— -
téshg-elméleti problémékrdl is peszéliink, d¢e mélyebd
eredményeket nem ismertetink, mivel a gyakorlatil ismere-—

tek megszerzésére midr igy is meglehetésen szilmel 1dtszik

a fennmaradé négy eldadés, ahol a valddi szémitégépek fel-
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épitésrél széndékozunls velamiféle dttekintést adni.

4 hallgatdknak a xovetkezd szémitdstechnikai fogal-
makrdl van velamiféle ismérete az eddig targyalt anyag -
alapjén: algoritmus, program, input (szelag), output,
olvasé—, iré-miveletek, tarak, verem, folyasmatibra, blokk,
eldgazds, cikius, programnyelv, 'magas szinti" nyelv.

A gép felépitése, a gépl xodl, az assembler és a '"ma-
gas szintl” nyelvex ismertetése ezekbdl a fogalmakbdl igen
jé1 felépithetd: A magas szintl nyelvek (szémitdgép
41tali) megértése kapcsén REIXE a szintaktikai elemzésrol
igs sz8 esik, méghoziid a nyelvosztdlyokrdl az eldz8 fél1-
évpen szerzett ismeretek felelevenitésdvel: ezutdn keril-
het csak sor a forditds kérdéselnek megtérgyalésira.

A jov6ben egyre inkdbb elterjedd ujelvil nyelvekrdl is
it esik szd. & formélis nyelvek és a predikétunkalkulus
rokonsédga mar az eldzé félévben elfkeriilt, most pedig a
rekurzié fogalminak gyakorlati (PROLOG nyelvil) példakon
vald ismertetése lehetdvé teszi a hallgatdék szémara a io-
gikai programozids elemeinek gyors elsajatitdasdt, annal is
inkdbb, mert mindezt valdésziniileg xénnyebben fogjak fel,
mint a hagyominyos algoritmikus nyelveken nefelkedeﬁt
mprofi programoztk.

& periféridkrdél és az egész mitksdést koordindlé ope?
récids rendszerekrdl az anyag végén esik =zd. Bzekrdl tel-
jesen informélis ismeretek is elegenddek, részletekril
legfeljebb asak egy olyan targy kxeretében lehetne beszélni,
ahol "é&les" programokat irhatndnak a hallgatdk. Az elvi

alapok tisztdzédsdhoz még ilyen szintii ismeretekre sincs
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szlikség. A tapaszialal sgerint & humén szakon végzettek
igen kicsiny szézaléka fog személyesen szémitdstechnikai
munkdt végeznli — az eddigiekbll mag nyilvénvald hogy nem
is tekinthetjik célunimak a nalleatéség erre vald fel-
késritését.

frobsimk szerint a jovében egyre H0DbD ellentmondés
sziilethet abbdl, - és sajnos a jelenlegi helyzet is ezt
témasztja ald — hogy human tepiileten mozgd, de szamitas~
technikai alkalmazédsokkal méx eddig még nem taldlkozd meg-
rendeld képtelen elképzeléseit olyan fomméban & szamito-
gépes szakemberek asztaldra tenni, hogy #mExX azoknak
oz maradéktalanul értelmezhetd feladat-leirdst jelhtsen.
Tlyenkor a szdmitégépes szakember sajat elképzeléée 8Ze-~
rint (ez sekszor még a legjobb indulat esebtén sem esik
egybe a felhaszndlé vagyaival) elkészit valamit és {(op-
timilis esetben) ezt a megrendeld vélt igényei szerint
egyszer vagy t0bbszir még dtjavitja. Nem meglepd, hogy
ez a folysmat, ahol a programozé igen gyakran meg van réla
gy6z8dve, hogy tudja, s6t jobban tudja a felbaszndldéndl,
hogy az mit akar, csak igen ritkén vezet sikerre. A negyedik
negyedév célja .. éppen ezért a Tentebb emlitett ellent—
mondés olymédon valé felolddsa, hogy & hallgatdékat (ameny—
nyire tudjuk) 'egyenrangusitjuk' a szémitédstechnikal szak-
emberekkel.

Az algoritmikus, ilketve a loglkal sémdk szerint le—
irt (strukbturdlt) problémamegolddsi javaslatokat - még ha
elnagyoltak is - ®onnyebb biralni, javitani,megvaldsi-
tani, szédmitégépre vinni, mint & "lazdn" megfogalmazott

elképzeléseket. Bzért az egzakt gondolkoddsra neveld for-

malizmusokban kivanjuk otthonossd tenni a hallgatdékat, akik-
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zinten kivanjek milvel~

& nivatédsukat magas 8
emelyex a for=

t kell majd glkalmazniuk,
jphstechnika (ujabb) er

mek ha jovend
ni olyan eljérésoka
milis elméleteked és a szém ecményeit

hasznédljaks
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2 JEGYZET

2.1 Elad negyedév: alapok

.» Bléadds: A predikdtumkaliulus szintaxisa

Az dltalanos — és kizépiskolai oktatds azt a benyomdst
kelthette a hallgatdban, hogy a matematike szdémokkal,
haromszogekkel, fliggvényekkel (tehdt tipikusan "mate-—
mgtikai"” objektumokkal) foglalkozd tudomany, afféle re-
ceptgyljtemény, amelynek egyetlen haszne az, hogy segit-
ségével meg tudjuk 4llapitani, hogy ha 7 pbk 7 nap alatt
7 legyet fog akkor k héefél pdk médsfél nap alatt hany
legyet fog. Az ugynevezett “"szdoveges feladatok" mester-—
kélt jellegik miatt nagy szémuk ellenére is csak igen
kevéssé alkalmasak arra, hogy a hallgatdét meggylzzék rd-
la, hogy a matematika ennél tdbbre is képes. Az a tény,
hogy a természettudoményokban, és kiilondsen a mérnoki
tudomanyokban a matematika széles kirit Ffelhasznildsra
kerill, igen kevéssé érdekes a bblcsészeknek, akik a leg-
ritkédbban keriilnek numerikus jellegi adatokkal kapcsolat-
ba, és még ezek az adatok is tobbnyire megbizhatatlan (és
érdektelen) statisztikdk végeresdményei.

Nem kilonOsebben meglepd, hogy az alsé- és kozépfoku
oktatas félrevezetd képet fest arrél, hogy egy tudomdny

milyen is valdjédban (nyelvész szakosos igen hamar r4 fog—
nak dobbenni, hogy annak amit nyelvtan cimén eddig tanul-

tak vajmi kevés kbGze van a nyelvészethez.) hiszen az ilyen
oktatds ebsdérenci célja bizonyos, a mindannspi életben nél.

kiilozhetetlen készségek (pl, szorzis osztis vagy a nyelve

tannal meradva helyesirids) betanitésa. Az egyetemi okta~
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tas agonban nincs ilyen ballasztokkal megterhelve, igy
a matematika oktatas kUzel kerilhet ahhoz, ami a mate-

matika valdjdban, t.i.

problémék megolddsa s jdézan ész'méﬁszeres alkalmazédsdval.

Szandékosan nem fogalmaztunk ugy, hogy 'matematikai
problémék megolddsa ...' ~ szd nincs arrdl, hogy egy
provl éméban pontoknak, egyeneseknek, szakaszoknak, hé-
romszbgeknek vagy éppen szdmoknak kellene szerepelnis.
(Hogy a geometrial problémdk e megolidsi technikdirél -
mert tulajdonképpen ez a geometria - ma olyan sokat
tudunk az annak koszdnhetd, hogy a gordgdék - némi jogegal

- fontosnak ité1ték a killvildg tdrgyei formdjénak vizs-

galatdt.) Mieldtt tovéblmennénk, és tisztdzndnk, hogy mit
értilink “jdéza észen” és '"médsmerességh~en, elddbb egy

peélddt hozunk nem munerikus probiémira.

4 probvléma, amit elemezni fogunk a valasztisokkal
- vagy altaldban emberek véleményének Gsszeegyeztetéssw
vel kapcadtlatos. Tegyik fel, hogy egy bizonyos kérdédsben
emberek egy kozbssége n alternativa kHz8tt vAlaszthatb:
pl. egy bizonyes tisztségre n jelvl pdlydzik. Az n=l
esetben nincs vdlasztds, az n=2 eseiten pedig a kérdds
eldontése igen egyszerii: pl. 'tobbség dont' dton.”® [annak
ellenére, hogy a probléma n=2 esetben trividlis, a vald-
saghan ez az eset igen fontos marad, hiszen az Osszes
"igen~-nem’kérdés' ennsk az esetnek felel meg.] Hem fog-
lalkozunk azzal a kérdéssel, hogy mi van akkor, ha a
szavazéds eredménye dontetlen (n=2-nél) mert csoddkra a
matematika sem képes - mint 14tni fogjuk, az igazi probléma

ennél joval mélyebben fekszik, és sokkal valSsziniibb ¥ [egy



- 43 -

kis kitérd azoknak, akik értik: ha 2k szavazé (dontet-
lenhez eleve muszij hogy pdros sokan legyenek) S5o-50 szd~
zalék valdsziniiséggel egymastdl fliggetlenill szavaz igen-—
nel vagy nemmel (az 50 szdzaldékos szavazatariny is vald-
szinlisiti a dbvntetlent), dkkor a dontetlen valdsitinlisége
Q}\ﬂ o~ -{{-}"1;‘1 ami pl. k=100 esetén <bY%
hogy bekbvetkezzen. n=3-ndl mar igen gyakori, hogy egyik
alternativa sem kap abszolub ttbbséget - gk ilyen eset-
ben gyakran séaémitdsba veszik , hogy masodik helyen
hdnyen ssavaszbtak az illetlre.(erre igen konnyl példdt
hozni). A modell, amit tekinteni fogunk ilyen szempont-
bl semleges: lehetdséget ad arra, hogy belekalkuldl juk
a mésodik, harmadik stb. helyre tett javaslatokat, de ez
& bekalkuldlds t8rténhet 'O slllyal' is, azaz nem vagyunk
k¥Gtelesek figyelembe venni ezt. Tételezzilk fel, hogy az
Osszes szavazd rangsorclja az osszes aliternativat: tehdt
pl. 'leggjobb ha A-t vdlaszijidk meg, de ha nem 6t vilasz—
tandk, még mindig jobb, ha B-t mingha C-%t, stb.' Annak
ellenére, hogy a szavazds kiértdkelésédndl nem feltédtleniil
vesezik figyelembe az Usszes informdcidt, elvirjuk, hogy
ez a rangsorolds teljes legyen, azaz & szavazd biérmely
két lehetgﬁgﬁrgl mond ja meg, hogy melyiket szeretné jobban
a mdsikndl. Elvdrjuk azt is, hogy = szavazfene bonyoldd-
jék Bnellentmondésba, azaz ha szémira 4 jobb mint B (jel-
ben A>B,)és B)C, akkor persze AYC is 4lljon fenn.

Eésébb megindckolandd termineldgidval ezt dgy mondjatjuk,

hogy a szavazd az alternativikat linedrisan rendezi, azaz

sorbadllitja.
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A tovabbiakban egy szavazet alatt éppen sgy ilyen
sorbamdllitést értink, és ha sziikség van r8, a > jel
indexében feltintetjilk a szavazat leaddjat. Amit tehdt
kKeresink az egy olyan szavazatkiértékeld rendszer, amely
k2 befuld szavazatok ismeretében megdllapitja az alter-
nativdk végsd sorrendjét. Tetszlleges ilyen szavazatkiér-

tékeld rendszert Ci ~vel fogunk jeldlini és alkotmanynmai

hivjuk. Az alkotmany altel kialakitott végsd sorrended
Le —vel fogjuk jeldlni. Ez a sorrend nem feltéileniil
szigoru (késdbb majd definidljuk, hogy é&ltalaban ezen
mit értlink,)de elvédrjuk, hogy teljes legyen, azaz biar-
mely két lehetdség A és B kdzill a szavazis végerediménye-
képpen A<eD, A=o. B vagy A,>¢B valamelyike kialakuljon,
és & <o jel a'szokdsos médon'viselkedjen.

Barmely szavazatkiértédkeld rendszerill megkivetel-
hetd lenne g 'tbbbség dont' el: azaz ha az A> B szava-
zatok szdma mgghaladja az A (B szavazatokét, akkor ag>€z
is fenndljon. Mi ennél jéval kevesebbet kboveteliink meg:
azt vérjuk el coupdn, hogy az egyhansu véleményt respek-
talja az alkoimdany:

l.) Ha minden szavazd szerint A>3, akkor A‘}eB {(tetszl=
leges &, B leheté8égek esetén teljesitljon.

Ezt a (hansulyozzuk, igen gyenge) feltevést a tovdbbi-

akban kovetési tulajdonsdsnak mnevezzitk: a ¢ alkotmdny

kovetl a szavazdk egységes akaratat.

A most kivetkezd tulajdonsdgokat mindenki magstdl ér-
tetdddnek tekinti; amnyl mindenesetre elmoddhatd, hogy vi-
légos kimondésukkal nem fogjuk neheziteni a provléma vigse
galatat.

2+) Az alkotmany legyen j61 definidlt, azaz a szavarzds
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tetszdleges kimenetele esetén szolgdltasson végeredményt,
és ha a szavazdst megismételjilk - és mindenki ugyanigy
szavaz, mint ez #18bb - akkor a végeredmény se vdltozzon.
Ismét késdbb bevezetendd terminoldgidval: a &g végered-
mény legyen a < szavazatok (és csak a szavazabtok) determiw

niszbikus flggvénye, amely mindenitt értelmezve van.

3.) Az alkotmany legyen monocton, azaz ha a szavazés vala-
mely kimenete esetén A<eB, akkor egzen ne vdltoztathasson
az, hogy a szavazdk egy része aki eddig nem igy szavazoti,
most AL Bwvel szavaz (ha a tobbi szavazat vdltozatlan). Ez
a feltétel, hogy t.i. olysn szavazatmédositédst, amely az
egyik jeldlt (lehetéség) szdmdra eldnybs, a végeredmény-
ben ne sujthassa hidtrinyosan a jeloltet, olyan természe-
tes, hogy kimondédsa szinte feleslegesnek tinik. Tlképzel-
hetdek azomnban a2 monotonitési feltételnél erdsebb (haw
sonld jellegii) feltédtelek is: pl. A=¢ B esetén, ha vala-
melyik szavazd aki eredetilag A< B-vel sravazott, ezt

AD> B-re cseréli, (mikSzben s tobbiek nem valtoztatjdk meg
a szavazatukat) a végeredményben ez billetse a mérleget

A javéra, tebdt legyen A >e By Bzt a feltételt (vagy més

U.n. gzigoru monotonitési feltdtelt) azonban nem kdvetelw

Juk meg, és a 3. feltétel szabatos kimondédsinak haszna
éppen abban 411, hogy ezt nyilvanvaldvd is teszi.

4.) A fuggetlensées feltétele az elsd olyan, amelvik nem

-

teljesen magdatdl értedddd: arrdl van szé, hogy az A és B
kozti alternativédban hozott Gontédst ne befolydsoljdk a
szavazlk véleménye egy (az eldzdkidl kllonbozd) C lehe-

t0ségrél. Bar egy ilyen feltdtelt megkdvetelni semmibe
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sem keril, erdsen vitathatd, hogy a valdsgdgban eldforduld
alkotményok (vélemény-dsszeegyeztetd rendszerek) mengyire
teljesitik ezt a feltételt.

Kem nehéz olyan alkotmanyt talalni, amelyik az eddigi
feltételek mindegyikének eleget tesz: ilyen pélcdul =
kbvetkezd:

QQQ/ legyen efyenld az egyik szavazd (mondjuk xo) szavakatival.
Vilagos, hogy ez az alkotmédny bir a ktvetési tulajdonség-
gal (hiszen ha mindenki smzerint A< B, zkkor specidlisan
A<y R is fenpndll, és ekkor szlikségképpen A <¢B), €s jél
definialt, Monotonitdsa szintén magdtél értedddd: ha xowtél
kiillonoozé ember valtoztatja meg a szavazatit, az semmit

sem szamit, ha pedig x_, akkor ez eldnybsen hat arra a le-

0!
hetdségre, azmelyet most eldénybven részesit, igy itt szigo-
ri monotonitids is teljesil (sft a végeredmény nem is < ,
hanem < tipusu sorbadllitas, hiszen az eredeti szavaszat
is az vold).

Tekintve, hogy a vélemények OUsszeegyeztetésének meg-
lehetdsden specidlis (bar tagadhatatlanul gyakori) mécdja
azy hogy csak a diktator véleménye szédmit, megkdveteljlik
még a k6vetkezd feltételt is:

5.) Az alkotmany nem-diktatdérikus, azaz nincsen olyan X

0
szavazd, hogy a éﬁ‘végereémény a szavaezas barmely kimenete

esetén éppen a <y, szavazatial egyezik meg. Ittt is hang-
sulyozzuk, hogy a feltevés amit tettink, tdévolrdl sem s
lehetd legerdsebb: szd sincs pl. arrdl, hogy asz alkotminy
minden szavazd véleményét figyelembe vegye, 88t egyenld
sullyal vegye figyelembe - a hem~diktatdérikus' tehdt de-

finicié seerint kevemebbet kivén meg, mint a 'demokra-

tikus'.
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Wint a fentiekbll vildgos,legaldbb két szavazdra és
két alternativ lehetlségre van szilkség ahhoz, hogy 2 probe
1émét ércemes legyen vizsgdlni: elfszdr exrzel az esattel
foplalkezunk. Legyen a két vilapztd x és y, a hirom le-
hetdség pedig 4, B, C. A kényelmesedbd fogalmazds kedvd-

ért véltezdkat is bevezetiink: i és j a vdlasazték, U és V

pedig a lehetdségek badrmelyikét jelenti.

A kovetési feltételbSl kivetkezik, hogy ULV és UL, V
esetén U<eV fenndll, és azt sejtjik, hogy UL,V és U >qV
esetén a Gontés szikségképpen U=g V. Hzt azonban az 1.)...
o) feltételek (axidmdink) kozott nem kotottik ki: elvileg
eléfordulhat, (és diktatdrikus esetben elé is fordul), hogy
pl. A< B, A >yB, de A <pB, azaz a U alkotminy x-nek kedw
vez az *A vagy B’ kérdésben. Mi t6bb, ilyen esetben a 4.)
feltétel (flggetlensdég) miatt kimondhatjuk, hogy

(1) A< BAA> B A B
(Az A ’és' és = "tehat' logikai kommektivumokat egyeldre

csupan gyorsirdsként haszndljuk) attdl figgetleniil, hogy

X és y hogyan kexm szavaztak C-vel kapcsolatban.

Folytassuk ennek az esetnek az selemzését!l Tegyidk fesl,
hogy C <, A<4B, és B 4 C <, A. Tekintve, hogy mindkét
szavazat szerint C A, igy a kovetédsi tulajdonsdg miatt
C4Leg A, Mintan A < B és BLL A, (1)) miatt A <¢B. Mivel a
¢¢ sem lehet Onellentmonddsos, szlikségképpen C <eB. Mivel
(filggetlenség!) ez az eredmény nem fige attdl, hogy x és y
hogyan itélnek A-val kapesolatban,

(2); CL BAC >5B=%C-<QB, azaz az alkotmany
a C és B kbzti dbntésben ie x-nek kedves.

Hagonld mddon, ha C <, B <, A és B4 4 <,C, akkor a

kbovetési tulajdonsds miatt B<e 4, és az eldbb lattuk,
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(2), hogy C«, B-bSl CpB kivetkezik., E ketid egyiitt azt
adja, hogy C <¢A, azaz |

(3) C< ArC DX ACLo 4, é5 ez ismét fliggetlen a
szavazatok ggyéb vonasaitdl.

Ha most a szavazatok B<,C (A4 illetve A B (L, akkor a
ktvetési tulajdonsig miatt B, €8 eldbb lattuk (3), hogy
C < 8-08) C (g & kbvetkezik, Zzeket Gsszevetve

(4) B L AAB> AB<, 4.

Hasonld médon a B4, A<, C illetve A<, C <\B szavaza-
tokbdl (4) miatt B {4, a kivetésistulajdonség miatt A<Lg C
adédik, tehat

(5) B<,CABS{CSB O,

véglll A < B £,C illetve C<y A <yB szavazatokbll (5) miatt

B<eC és a kovetédsi tulajdonsdg miatdt AXKel adddik, tehdt
(6) A< CnADd,CA L.
Az (1)...(6) eredményeket az teszi meglepdévé, hogy v ellen-
szavazatival egyltt is érvényesek: Ssszefoglaléan azt mu-
tat jak, hogy az adott esetben a £¢ rendezést kizarélag a
{,rendezés hatdrozaa meg, azaz x diktdtor. Ha tehdt nem
kivanunk az 5.)-0g feltevéssel ellenitmondasba kerilni,
arra a kovetkeztetdsre kell jutnunk, hogy kiinduldépontunk
hivas volt: mem fordulhat eld, hogy A <.B és A;>5B esetén
A<LeB alljon, azaz az alkotmany nem kedvezhet x-nek., Ter-
mészetesen ennek az okoskodésnak a tikorképe” {A bigonyi-
tasban szisztematikusan felcseréljilk az x és y betiket. ]
azt is mutatja, hogy az alkotmény y-nak mxm sem kedvezhet,
igy 4 <, B és A >yB esetén kizdrdlag A=¢ B allhat,
Konnyen lathatd az is, hogy & és B konkrét megvgdlasz-
tdsa sem jétszik szerepet a bizonyitédsban, igy a4ltalaban is

elmondhatjuk, hogy két vdlasztd, és hédrom lehetdség ese-
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tén, az 1.)....5.) feltételeknek eleget tevd alkotmény-~
ra:
UL, VAT >y VD Us,V.

Az iménti bizonylitdsbdél dgy tlinhet, hogy a2z l.)...5.) fel~
tételeknek eleget tevd alkotminyba a pirtatlansdg 'be
van épitve': a legkisebb részrehajléds lavina szerilen dike
tator megjelenéséhez vezet. Bzt a kovetkezetetést azonban
teljes szigorusaggal nem vonhatjuk le mindaddig, amig meg
nem gydzddtink arrdl, hogy 5z 1.)...5.) feltdteleknak meg-
feleld alkotmény valdban 1étezik. Lehet, hogy mindes csue
pan skadékoskoddsnak tlnik, de prébdljuk meghatdrozni az
alkotmény (szavasatkiértékeld berendezds) mikcocdsét a kvet-
kez8 szavazatok esstén:

AL, B C C Ly A <LyB
Tekintve, hogy B £,C, és B S>yC,y eldzd ereddénylink érielmém
ben Be=eC, és ugyanigy C >, 4 és C fi‘nﬁ. miatt C=yp A.
Igy tehdt a végeredmény eldontetlen B és C, fovabbd ¢ és
A kOzott, tehat szlikségképfen fenndll A=¢ B is. A kovetési
elvbll azonban A< ,B és A<, B miabt A<D kbvetkeszne, ez
pedig elgentmond A= B-nek. Ugy tlnik - tehat, hogy a
'részrehajléde diktaturdt szil' tételrdl le kell monda—

nunk (megjiegyerzzlik, hogy ez csupdn a bizonyitis, és nem a

tétel dtfogalmagisa volt), mivel a feltevések, amelyekre
épitettitk, igy egyitt sosem teljesiilhetnek.

Teljesen haszontalan volt-e az egész vizsgdlat? Nem,

mert kezlnkben van az u.n. Arrow-féle lehetetlenségi tétel:

Hem létezik olyan C alkotmany, amely @2 1li)eeee5.) folté-
telek mindegyikének eleget tenne.

Szigoru értelemben persze azt kellens mondani, hogy
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két szavand és hdrom lehetdsdg mellett nem létezik a fel-
tételeknek eleget tevd alkotmany, de vildgos, hogy ilyen
alkotmény dlitaldban (tehdt legaldbb két szavazd és legaldbb
hérom lehetdség mellett) sem léteghet. (Brnnek preecid iga-
zolédsdra, csakdgy mint a tétel 4ltal nyitva hagyott '(lega-
1abb) két vdlasztd, pontosan két lehetdség’ eset vizsgim
latara a gyakorlaton keriil sor.)

Figyeljuk meg, hogy a lehetetlenségi tétel mennyivel
tobbet mond a demokratikus ﬁéleményegyeztetés problémati—
kajdrél, mint az "egyéni érdek és a kozérdek ellentmondé-
sal” gyakran hajtogatott szlogenje. Egyrészt vildgos a
tételbdl, hogy a probléma nem oldhaté meg a demokricia
szikitdgével (ebben az 5.) feltevésssel, azaz csupén nend
diktatura meghktveteléséwel elmentiink a Wégsd hatérig),
mésrészt az sem killondsebben fontos, hogy a tobbaézi elv
milyen formdjat tekintjik, hiszen a kdvebdsi tulajdonsig
a tobbségl elv minden megfogalmazdsibdél kivetkerik. Tekint-
ve, hogy 2.) és 3.) alapjdban technikai jellegi felte~
vések, amelyeket minden 'valamirevald' alkotménynak telje-
sitenie kell - a gyakorlatban nem is taldlunk olyan sgam
vazatkiériékelési rendszert, amely nem teljesitbi 1.), 2.)
és 3.) mindegyikét - a probléma magie a 4.) feltevésben
(figgetlenség) rejlik.

HMegfogalmazhatjult tebdt a lehetetlensdgi tételt a ki-
vetkezd médon is: a nemdiktatirdval jérd szikséges rosssz
az, hogy a relevans kértésekben hozott dontéseket az irre~

levans kérdéskkrdl vallptt vélemények is befolydsol jak. 4
Az ezdltal a jelenség 4dltal nyUjtott mozgdsteret a po-

litikusok ki is haszndljdk: "én megszavazom & te torvényja~
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vaslatodat, ha te is megszavazod az enyémet" - itt azon-
ban nem mehetink bele a kollektiv dontéshozatal részle-
tesebb vizsgalatédbva. (Az drdeklddd olvasdnak Gordon Tullock
Problems in majority voting c. cikkét ajinljuk.)

Ha egy kicsit tdvolabbrdél vessgilk szemiigyre a fenti
okfejtést, rogton kitinik néhdny olyan vondsa amely nem-
csupdn elkilloniti a humédn tudomdnyokban slkalmazott éwve-
lési mddszertdl, hanem (ugy véljil) skkereit is megmagya—
razaa. Az elsd ilyen vonds az, hogy a fenti okfejtés cé~

folhatatlan: az adott felievések mellett a lehetetlensdgi

tételt nem lehet megkeriilni. Vitathatdé Ugyan, hogy ezek a
feltevések a valéségos_&bhtés-bsszeegyeztetésﬁﬁeljérésokw
ra (alkotményokra) érvényeskk-e, vagy hogy indokolt-e az
"egyszeril szavazas" vizsgdlatdt sorbarendezések vizsgdla-
tara kiterjeszieni, ez a vita azonban nem érinti a tétel
lényeget, legfeljebb alkalmazhatdsdegdt teszi kétessé, Vaga
a tétel agonban igasz: érvelésiinket minden logikusan gon-
dolkodd ember, ha egyszer megértette, kénytelen elfogal-
ni. Itt jegyezzlk meg, hogy ez az érvelés szdban elmond-
va gyakorlatilag attekinthetelen: a formalizmus (a mate-
matike 'gyorsirdsa') bevezetését azonban mint 1éini fog~
juk nem ezek a praktikus szempontok indokoljdk elsSsor-
ban.

Mi teszl ezt a tételt és &ltaldban a madematikai igaz—
sagait cdfolhatatlannd? Vegytmk példdul egy olyan cdfol-
hatatlan fizikal lgazsdgot, mint hogy "az elejtett kala-

pacs leesik",
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At Az elejtett kalapédcs leesik.

B.or Hindig?

&.3 Mindig.

Bes Szerintem nem: erds ventilldtort teszek ala, a
keltett légdram, mintegy légpdrnaként fenntartja.

A.: Ilyen zlapon egy széket is tehetnél ald ~ ez nyil-
vén tilos.

B.: Rendben van,nem teszek aléd semmit, mondjuk egy erés
magnest fuggesztek fElé.

A.: Vildgosabban kell fogalmaznom: az elejtett kalapdcs
mindig leesik, ha kilsd hatdsokidl el van zdrva: mondjuk
példaul egy légmentes és a migneses teret ledrnyékold doboz
belge jében.

B.: Ha tessék, itt van az elsd "ha”. Biztos hogy leesik?

A.: Biztos.

Det Vi az hogy "le™?

A.: J6 hogy azt nem kérdeked, mi az & kalapdcs! A "le™
erre van {(léba elé mutatb.)

B.: Bs mi van ha a dobozt & kalapdccsal Ausztrdlidba
viszem® Akkor a kalapdcs felfelé emik?

A.: Hendben van, a kalapdcs a f61d tomegkdzéppontja fe-
1és esik, remélem itudod az hol wvan.

Be: Igen. Nagyjdbdl oit, ahol & f51d geomebtriasi kozdépm
pontja van. 3zéval a kalapdcs mindig arrafelé esik?

A.: Heg Togsz lepSdni: igen.

B.: Akkor is, ha a Hold felszinétdl 3 kilométerre en-

gedem el? in azt hittem, hogy akkor a Holdra esik.

A.: Nem fogalmaztam elég koriliekintden: a kalapics,

ha egyéb erdk nem érik, a kiwile esd tirgyak tévolsdginak
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aranyédban négyzetesen cstkkentett sullyal kiszémitott
sulypontja felé esik. Ha a Holdhogz vagy ktzel ez nagyji~
bél a Holé kbzéppontja, ha a Foldhdz alkkoer a Foldéd, 2e
ha akarod akkor a Napot is beszdmithatod.

Bes Megkiméllel attdl, hogy még a kalapdcs kezdd-
sebességét is szdmitdsbe kelljen venned, de enélkiil is
Ugy tinik, hogy minél cédfolhatatlanabb akarsz lenni, annil
bonyolultabb leszel.

A.: HAY ha csak ez a gondod, ezen igen egyszerﬁ segi-
teni: vedd az altszlanos tomegvonzds 0rvényét: Fm:i?%E}
ebbll mar minden kiszdmithatd.

B.: Igen® Hogyan?

A.: HAt hogy é konstansokkal ne kelljen sokat vacakol-

ni, legyen M. a Fold tbmege r a Féld sugara, akkor a

1
gyorsulag gmm. =4, SHI s €7 a "gd" mint te is jé1
tudod.
Be: Ah&! Ef egyenld emszer 4! Hem kell ezt méshol

is hasznalni?

A.: Latom mér, hogy hova akersz kilukadni, dgyhogy
eléd megyek: a graviticids torvénybdl a Hewton—axidmilk
(és persze a matematike szebdlyai) szerint az egyéb hatdsok-
61 elzdrt anyagi test - mit nekiink kalapacs -~ EYOrsum
lasédnak irdnya és nagységa kiszdmolhatd.

B.: £s ez cdfolhatatlan? Mintha Einstein megcéafolta
velna,

A.: Rendben, skkor szémolj relativisztikusan.

B.: £s a relativitiselmélet c4folhatdtlan?
A.: Az azért tilzds, de ediig mindenesetre nem céafoltdk

meg, ¢s aml azt ilzeti,nem is veldszinili, hogy egyhamar

meg. fogiak.
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B.: De azért elképzelhetd, hogy holnap velami ra-
vasz kisérlettel kimutatjik, hogy azért ott sem stimmel
minden, vagy nem?

A.: (vonakodva) De igen,elképzelhetd.

B.: Hat akkor mégsem sikeriilt cédfolhatatlan 411itédst
mondancd.

A.: Hohd, de még mennyire, hogy sikeriilt. Elfeledkez—
%61 a kalapdcsrdl! Ha a kalapicsra egyéb erd nem hat,
és a relativitiselmélet igaz, akkor gyorsuldsa igy és
igy kiszdmithaté (melldzdm a részleteket). Nem tagachatod,
hogy ez igaz akbor is, ha a relativitdselmélet tévesnek
bizonyul.

Bs: Nem is bagadom. De mit szdélsz a kdvetkezdhoz9
Ha a kalapacsra egyéb erd nem hat, és s Newbon-axidmak
igazak, akkor gyorsuldsa ugy és amlgy kiszdmithatd (li-
csit egyszerlbben mint sz e18bb). Bz is igaz?

A.: Tulajdonképpen ez is igaz, de ém tudom, hogy =
Hewbon-axidmék nem igazak,

B.t fn is tudom, de én a relativitdselméletben sem
bizon ammyira mint te. Szdmomra azonban a két 411itds
egyarant cafolhatatlan - bdr az axidmidk amikeh Nyugsga-—-
nag, egyaltalana nem azok.

E képzelt parbveszéd (az érdeklddd olvasé szdmos ha~
remél jik meggydzie az ol%é;g;: ------- hogy minden allitéds igage-
sdga ommagdban relativ, és cdfolhatatlanoky csupan az
ilyen allitésokat Usszekotd ha-aklkor tipusu allitdsck
¥6z06tt taldliunk.

Filozdfusok régéta keresik az abezolut (cdfolha-
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hatatlan) igazségot: ez a keresgélés legjobb tudomdmunk
szerint mindeddig eredménytelen maradt., 4 matgmatikusok
ennél soklal szerényebb célt tiztek maguk elé {(ennek
t5bb mint kéteser éve: Buklidesz i.e. 300 kbriil alkotott)
relativ igazsigokat keresnek.

Egy matematikai tétel nindig csupdén az axidmékhoz
képest igaz: amennyiben az axidmédk igazak (és ezt a
matematikusok sosem Allitjak) a kivetkezietds is igaz.
Napjainra meglehetds egyetériés alakult ki a matemati-
kusok ktzott abban, hogy egy ilyen (cédfolhatatlansdgra
tord) érvelésben mik a megengededt eszkizok. Bar erre a
kérdésre a késdbbiekben még visszatérink, mdr itt meg-
Jjegyezziik, hogy ezek az eszkozdk mind hassndlstosak a
hétkoznapi 'korrekt érvelésben', és egyeldre még nem
ismeriink olyan 'jdza ésszel hibdtlan’' ktvetkeztetési
formét, amely ne lenne haelyettesithetd a matematikdban
bevett formdlis kivetkeztetdssel. Ilyen éritelemben tehdt
e matematika nem t8bb, mint a "jézan észv-szel vald
kbvetkeztetés tudomdnya, a hétkdznapr gondolkodds-
t01 csupédn az killdnbdzteti meg, hogy anndl jéval szisz-
tematikusabb.

Ha tehat a matematikdt az elbadds legelején adott

~definicld skmydkem értelmében problémék megolddsira ki-

vanjuk haszndlni, lgyelnink kell arra, hogy a targyalhaté
problémdk korét ne korldtozzuk akarstunkon kiviil bizo-
nyos, esetleg rejtett, feltevésekkel. A minimum amihez

ragaszikodunk & kOvetkezl: & matematike &llitdsokkel fog-

lalkozik. Ezen belll & logika térgyalja azt a kérddsh,
hogy adott lgaz 41litdsokbdl (axidmdkbél vagy mér bizo-

nyitott $ételekbll) miképp juthatunk ujabb igaz 411itd-
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sokhoz, a matematika egyéb 4gai (pl. a geomeiria) konkrét
axidmék - és Allitdsok vizsgalatdval foglalkozik. Ebbdl
a szemszogbll a klasszikus fizika a matematika a Newbom-

axidmék vizsgdlatdval foglalkoszé dgdnek tekinthets, amely

(mint ilyen) nem vesztette el érvényesgégét annak ellende

re, hogy ma mdr tudjuk az axidmikrdl, hogy nem fedik pon~
tosan a valdsigot ~ ez csupdn a szdéban forgé elmélet kioz-

vetlen felhaszndlhatdsdgdt cedkkenti.

Mik tehat azok az 41litasok, (ds azok a kivetkeztew
tési sémak) amelyek matematikéilag vizsgdlhatdk?

Temét egy példdval kezdiink: tekintsik a kovebtkezd
kiovetkeztetést:

(7) A falu orvesa Péter » a falu orvossa részeges =3
Péter részeges
A legtobb ember Ggy gondolje, hogy ez a kivétkeztetds ni~
b&tlan, és kinnyen formalizdlhatd a kovetkezd alekban:

{8) A falu orvosa = Péter nh falu orvosa = részeges <

Péter = részeges.

(Az egyenléségielnek megfeleld létige a magyarban nincs*
kitéve, de szédmos indoeurdpai nyelvben megjelenik).

Azok akik mdr hallottak a (Newtontél szdrmazé) "ha
két dolog egyenld egy harmadikkal, akkor egyenléek egy-
massal is” logikai alapelvrdl, azok taldn meg vannsk
gydz8ive réla, hogy a (8) kdvmetkertatds tulajdonképpen
a kbvetkezd §ltaldnos séma

(3} %=y A x=2 3 y=z
specialis esete x= a falu orvoss, y = Péter, z = része-
ges valagztas mellett. Tekintsik azonban a kivetkezd

péliat:
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{(10) A ndémérséklet 2C Tok A A hémérsdlkiet emelkedik
(Hyilvan van olyan pilkanat, amikor ez & két &llitéds egy-
szerre lgaz) Ha az x = hémérséklet, y = hisz fok, z = emel-
kedik valasztéssal éliink, skkor (9) alapjdn levonhatjuk
a kovetkezteteést

(11) hasz fok emelkedik.

Misz fok természetesen hisz fok marad bdrmelyik pillanat-
ban, igy (11) hamis.

A példdbdl kitlnik, hogy nem bekinthetiink minden
magyar nyehvil kijelentﬁ@ondatot allitdsnak, a szd matema-
tikai értelmében: épplgy ahogy az eldbb definidliuk ,

X% hogy mit tekintink "szavazatnak®, most definidlnunk
kell, hogy mit tekintink 41llitésnak.

A formalizalt matematikai nyelv tehat jdval tobb, mint
egyszeri gyorsirds: ez teszi lehetdvé, hogy a matematiké-
ban elszakadjunk a természetes nyelvet haszndld hétkoz—
napi érvelésekben oly gyakran felbﬁkkané nomalyes, sét

1dérél-iddre egyenesen inkorrekt okfejtési mdédHdl.

Megiegyzes: © probléma fontossdgdt mér Leibniz felismer-

te, azonban csak a huszadik szdzad matematikeil, logikai,

do filozdéfiai kutatasai termtették meg az aiapot a tudo-
many igényeinek megfeleld nyelv kiddlgoﬁéséhoz. A neo_pozi-
tivistalfilozéfusok {Sehlick, Hahn, Neurath), a lingvisz-
tikai pozitivistdk (WittgensteinIJés a logikai empiri~
cistdk (Carnap) munkdjanak hdla, ma mdr meglehetdsen vie
liges kritériumasink vannak arra, hogy mi tekinthetd sza-
batos érvelésnek, és a kKorszeri matamatikei logika nyel-
vén ezek az érvelések kivétel nélkil formalizdlhatdk. E
problémakdr rendikiviili fontosségira vald tekintettel ajanl-

Juk, hogy ezek a kérddsek legaldbbis a proszemindriumon
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tdrgyaldsra keril jenek.™ {Tekintve, hogy olyan alapvetd
munkdk, mint pl. Carnap: Logical syntax of language c.
mivének ismeritetdse tnmagiban is legalabb két félévet

igényelne, Ugy véljilik, hogy e témakir kelld részletesség~

gel F0rténd tdrgyaldsa csak a filozdéfia—oktatds keréteiben

illetve specidlkollégium{ok)on képzelhetd el.]

Az elladas hétralavd részdében ismertet jik a matema-
tika nyelvének az u.n. predikitumkalkulusnsk a 'nyelv-
tani szabdlyail, nem foglalkozunk egyeldre azonban azzal
a kérdéssel, hogy a predikdtumkalkulus mondatai mit je-
lentenek. Programunk & Kktvelkezd lesz: megprdébal juk izo-
14lni azt a minimumot, amelyre egy valamennyire is kifejew
z6 nyelvben mindenképpen szilkség van, és ebbdl az épitd-
anyaghbdl feldpitink egy igen egyszerl nyelvet, az u.n.
elaslrenci predikdtumkalkulust. %z a nyelv t&dvolrdl sem
lesz olyan hajlékony és kifejezd mint pl. a magyar nyelwv

(nem tartalmaz indulatszavakat, st kériéseket sem}, de

ezért béségesen kdrpditol minket vilagossdga és egyértel-
milsége. A késbbbiekben ldtni fogjuk, hogy az elsdrendi
prec¢ikdtumkaliulus mint metanyelv segitségével a termé-
szetes nyelveket jéval pontosabban utdnzéd (pl. szdamitd-
gépes) nyelvek, sdét bizonyos mértékig a termésgetes nyel-
vek is felépithetdk lesznek. Erre a kérdésre azonban coue
pén a precikdtumkaliulus megismerdse utén térink ma i
vissza.

Az eldadds elsd felében ismertetett Arrow-féle lehe-
tetlenségi tétel j61 illusztrdlja a matematika tipikus
eredményeit, és azt a médot, ahogy KUlonbszd problémdk-—

rél értékes ismereteket nyerhetiink a szigoru gondolkodde-
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méd médszeres alkalmazdsival. Vegyilk most ezt a peldét
egy kicsit tdvolabbrdil szemiigyre, és nézzik meg, hogy mi
mindenre van ahhoz suziikség, hogy a fenti tételt egy for-
malizalt nyelven tudjuk térgyalni. Az elsd szembebing

tény az, hogy a probléma tartalmaz bizonyos fogalmakat

(esetiinkben Mszavazat', 'véleményssszeegyeztetési rend-
szer' stb.), amelyeket explikdlnunk kell, mar csak azért
is, mert kilonb6zd emberek szdmdra killonbozd dolgokat
jelentenek,

A probléma targyaldsdnak elsd lépése tehdt sziksdg-

képpen & fogalmak cefinidldsa, azaz visszavezetése olyan

fogalmakra (esetinkben 'sorbadllitds', 'fligevény'), amelyek
mindenki szamara ugyanazt jelentik. A matematika nem fog-
lalkozik azzal a kérdéssel, hogy e visszavezetési folya-
matot hol célszerii abbahagyni, azaz hogy mik a valédi
alapfogalmak (ha ugyan vannak ilyenek). & vissszavezetési
folyamatban azonban eldbb-utdébb megdllunk (mert meg kell

allnunk), és valamely fogalmakat.al@pfogalomnak tekintink

és nem definidlunk. A geomebridban pl. ilyen a pont,
az egyenes, & slk vagy a tér fogalma: ezeket nem kivédn-
Jjul még egyszeriibb (vildgosabb, kbzdérthetdbb, egyértel-
milbb) fogalmakre visszavezetni. A lggikai nyelvnek btehdt
szitkségképpen tartalmaznis kell az alapfogalmakat, ponto-
sabban ezek neveit, melyeket konstansoknak nivunk.

4 halmazelmélettel . ismerds olvasét némileg meg-
hokkentheti az a tény, hogy az e1l8bbi (geometriai) pélia
konstansal nem'egyenranguak'; hiszen az egyénesek pontok
halmazal, és a térnek (és vizonyos sikokmak) részhalmaszai.

Bnnél még sokkal zavardbbnak tlnhed az a felismerés, hogy

egyes alapfogalmak (pl. parhuzamossig) nem is ponthalma-
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zoknak, hanem ponthalmazok kSzti viszonyoknak felelnek
meg. Hivel a probléma szémos terminoldgial zavart is kelt
pontosabbd ftesszik Leszéadmdédunkat.

- A logikai nyelvben szerepelnek individudlis konstan-

sok (ilyenek pl. a geometridban a pontok) misnévek indi-

viduumok, ¢és szerepelnek re lécids konstansok mésnévek

relacidk. Az eldaddsban tdrgyalt példdnil maradva, indivi-
dualis konstansok pl. az egyes vdlasztdk és a vdlasztasi
lehetéségek (2 logikai nyelv ezeket tehét homogdn mdécon
kezeli), €s reldcids konstansok az egyes szavazatolk.
Bgy reldcidérdl természetesen tudnunk kell hogy hiny val-
tozds: pl. a szavazatok S(x,4,B) hdrom viltozds relidcidk
(X szavazate szerint A jobb mint B), de ha rogzitink egy
bizonyos szavazdb, akkom <y, mér természetesen csupdn két-
véltozds reldcid.

Az individuum és reldcid xUlonbségét elmosd lazdbb be-
szédmdéira az ad mégis alepot, hogy (mint 1atni fogiuk)

ez individuumok felfoghatdk O-vdltozds reldcidként.

HMeglegvzés: Bar a jelentéssel most nem foglalkozunk,

mér itt hengsulyozzuk, hogy a konstans nem tévesztendd
Ossze sem az individuummal, sem a konstans fliggvényekkel.
Igy példaul az analizis elméletdben a "sinus' konstans

egy (nem allandé értékii) fuggvénynek felel meg.

Miutan nemesak egyes dolgekrdél kivénunk beszélni,ha-
nem altalédnos kijelentéseket is kivénunk terni, szlkséglink

lesz a konstansokon kivill valtozdkra vagy mésnéven hatdro—

zgtlanokra is. A vdltozdk hasznossiga mar a lehetetlenségi

tétel leirdsdndl kiderult: ezek jelentlségét illusztrilan—

dé azonban még egy példdt hozunk.
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Tud juk, hogy sin 10%+ cosglooxl, sin2200+cos QOle sth.
(4 jelen példdban 'sin’ 'cos' individudlis konstansok,
csakigy mint a szédmok és a fokok is, a + pedig 3 valto-
zés relédcids konstmns: +{x,y,z) alkor és csak akkor ha
w+y=2). A fenti kifejezések ugyan mind igazak, de szémunk-
ra (ilyen egyedi szintern) nem #Fxamkmsskx ezek érdskesek, hanem
az altalédnos to6rvény, hogy tundiillik Siﬂ2X+0082X=l mindan
x szlgre igéz, ¥éxsdbb bevezetendd jeltléssel
Vx sin“x+cos x=1
4 jelen elfaddsban ismertetésre keriilld u.n. elsérendl pred-
kétumkalkulusban csupan individudlis valtozdk vannak (te-
hét olyan vAltozdk, amelyeket individudlis konstansokkal
lehet helyettesitseni), a késébb ismerietésre kerlld u.n.
nagasabb rendll predikdtumkalkulus aszonban relicids valto-
znékat (hatérézatlanok&t) ig fog tartalmazni: més kiilonbség
e kalkulusok k0z06tt nincs is.
Roviden dsszefaeglal fuk tehdt, hogy mik azok sz épitd-
elemek, amiket & predikidtumkalkulus terialmaz:
1. Konstansok: a.) individuumok, jelilkk &4ltaldban a,b,c...
b.) relécidk, jelik Altaldban R, S, T ...
.pontosabban R( , ) {(kétvaltozds)
SC, , 5 ) {négyvdltozds), T( ) (egyval-
tozdésh A& valtozdk széma nyilvdn a zé-
réjelek kozott szerepld Yessdk szdma
plusz egy. A kétwdltozds, hidromvdlio-
zd0s, n valtozds szavak helyett haszndle
juk a bipdris, berniris, nekris kifejezé-
seket is.

2. Véltozlk: a.) individudlis véltozdk, jellk &ltaldban

X’y’z LI
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b.) reldcids vAltozdk, jelik dltaléban
Xy ¥y Zy ++. (csak a magasabbrendii pre-
dikatumkalikulusban szerepelnek)
3. Dogikai Jelek: A, v, 1 S ¥ I o1y, "¢s',
"vagy', 'nem’, 'tehdt', 'minden’,

"1étezik",

4. Zérdéjelek: U >

Tekintve, hogy az elsdrendi predikdtumkalkulusban
minden valtozd individudlis, nem kell kiilon tisztdzni,
hogy 1%t a vAltozd mi felett fut: minden vAltozd mincen
individualis konstanst fel vehet értékként.(Ue nyilvan
nem vehet fel relacids konstanst vagy mds vdltozdt.)

Hem teszlnk semmiféle tovdbbi kikotést a hmwshkixk
konstansokra {(az hogy ezeket milyen ftipusu betikkel Jom
161 jiik, csupdn kényelmi szemmpont) ezzel szemben megkdt-
Juk, hogy csupén megszdmlélhatd sok vialtozdnk legyen:
ezt ugy is mondhatmdnk, hogy minddssze az X1s Xpy Xgy e
valtozdk dllnak rendelkegdsinkre. (A gyakorlatban leg-

tobbezdr véges sok vdltozd is elegendd.)

Heglepyzés: Az individuumok durvan = termésgetes nyalvek

féneveinek felelnek meg, égpedig a konstansok a tulaicon-
neveknek €és az individudlis vAltzdk a kdzneveknek. Igy tehdt
Gurvén azt mondhatjuk, hogy "akadémia' olysn vadltozd,

amely befutja a vildg Osszes tudoményes és muwészeti aka—
démidjédt és 'Magyar Tudomédnyos Akadémia’ ennek egy lehet-
séges {(konstans) drtéke.

A magyar nyelv bizonyos értelemben érzékeny a konstans

¢s a valtozd kizti killonbségre:
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megalapitok egy akadémidt

megalapitom az éﬁédémiét

Hangeulyozzuk azonban, hogy az alanyi és térgyas ragozés
kitldnbsége nem hassndlhatd teljeé biztnnsdgeal a konstans
11l. véltozd ériékit fénév (pontosabban fomévi csoport)
megkillonbbztetésére: pl. a 'Vietnami Tudoményos Akadémia’
kifejezés valtozd volt 1980 eldtt (lehetséges értékei
észak-vietmamf ... ill. dél-vietnami ses)y de Vietnanm
egyesitése 6ta konstansnak tekinthetd. fpp forditott a
helyzet a 'német tudomdnyos akadémia' esetében: 14thatd
tehat, hogy a kéraés eldénﬁéééhez & magyar nyelvian sza-~
bilyal nem minden konkrét esetben szolgdltatnak elegendd

témpontot.

A Tentl <{pitdelemek megadédsdval még ugyanugy nem
irtuk le az elsfrendi predikdtumkalkulust, mint pEkzéx
anogy egy angol szétar sem olégséges angoi nyelvit monda~
tok megalkotéséra: ehhez még ismerniink kell a nyelvian
szabdlyaitl, mésszdval szintaxisdt is. (Itt és a tovdbbi-
akban szintaxison olyan véges szabdlyrendszert értink,
amely alapjén minden jelsorozatrdl egyérielmilen elddnt-

hetd, hogy az adott nyelven jé1 formdli-e vagy sem.)

Esetlnkben 2 szintaxis igen egyszerli. Tlsd lépésben

“definidljuk az w.n. gtomi formuldlat: ezeket a reldcids

kronstansokbdl nyerjik Ggy, hogy a bennilk szerepléi ires
helyekre individudlis konstansokat vagy (individudlis) vdle
tozdkat irunk. Igy tehit

B(x,¥}, S(x,a,b), T(w) atomi formuldk, de

B(xz; ), R(8(%)), R{(x,y,0) nem azok.

Jeldljuk az atomi formuldk osztdlyidt G ~val.
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Az elsdrendil predikdtumkalkulus jél formalt formu-
14it {tehat azokat, amik ﬁegfelelnek a predikdtumkalkulus
nyelvtani szabdlyainak) a kovetkezdképpen nyerhet jiik:
1.) Ha X atomi formula,akkor (%) jél formdlt formula
2.) Ha x és y jo1 formalt formuldlk, skkor (1x), (XAy),

(xvy) és (x> y) is azok. (A zérdjelekre azért van szik
ség, hogy pl. ({ Ax)A y)-t meg tudjuk kiilonbdztetni (- (xay))=
t61. )

3.) Ha x tetszdleges (individuilis) valtozd és F olyan
formula, ;%;E;mgggwgggéalmazza a ¥x i11. fﬂx:szimbélumw
sorozabok egyikét sem, akkor kVX?) és (AxPF) is 61 formdlt
formuldk.

Mint 1athaté az elsdrendil predikdétumkalkulus szin-
taxisa igen egyszeru: nem nenéz olyan algoriitmust (me-
chanikus el jardst) megadni, amely tetszlleges jelsorozat-
r6l elaonti, hogy elddllithatd e az adott szabdlysmrmzak
rendszer segitségével., Bgy ilyesfajta algoritmus a kbvetke-
zéképpen mikiihed:

a.) Leellendrizzik hogy a jelsorozat tartalmaz—e méds szim-

bélumot, mint A,V,W,%{V,3,3,(;-\': illetve valtozdkat és

konstansokat. Ha igen, akkor eleve nem lehet jdl formdlt

formula (jff).

b.) Ha az adott jelsorozat nem tartalmaz logikai jelet, =zk

kor csupdn azt kell leellendrizni, hogy (X} alaku-e, ahol

¥ atoml formula. Ha nyitézdrdjellel kezdldik, ezt n-vil-
{(1ndividudlis)

tozdés relédcidjel 1 kbveti, melynek mindegyik helye konstans-

o

sal vagy viltozdval van kitoltve, végll zardzdrdjellel

végzddik, aklkor a valasz igen, killdnben nem.
c.) Ha az adott jelsorozat tartalmaz logikai jelet, akkor

a formula elemzésében zardjelxdl zdrdéjelre haladunk be-
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feld: enmek az egljérdsnak a részletes kidolgozésit az

olvasdra bizzuk.

Megiegyzés: A természetes nyelvek szintaxisa 688208800~

lithatatlanul bonyolultabb: a fent vazolt algoritmushoz
hasonldt pl. magyar nyelvre csupadn t0bb szdz (esetleg I0bLD
ezer) oldalon lehetne leirni. Igen valdszinil azonban, hogy
ilyesfajta algoritmus eldébb-utdbb kidolgozhatd lesz, hiszen
az anyanyelvi beszéld {tvbb-kevesebb biztomsaggal)} minden
jelsprozatrdél meg tudja mondani, hogy az magyar nyelven

jo1 formalt mondat~e vagy sem. Az u.n. generativ nyelvé-
szet éppen ilyesfajta algoritmusok kidolgozédsat tekintil

egyik céljdnak.

4 predikdtumkalkulus sgintaxisinak egysszerisége tobbek
kozott annak kdszdnhetd, hogy csupan azokat a dolgokatb
vemszik be ebbe a nyelvbe, amiket mulhatatlanul szlkséges-
nek itéltink. Ahogyan az individumokat fhneveknek, a re-
lédeidkat (Curvan) melldékneveknek feleltethetjik meg: ezt
mutatja az is, hogy a legtobb reldcid neve a terméazetes
nyelvben (kozépfolku) melléknévként viselkedik.

Emiatt csak igen kevéds, a hétkbznapl értelemben vett

vére, ¢és ennek kdszbnhetd pdlddul a "husz fok emelkedik™

paradoxona is. Létezik a nyelvészetnek olyan dga {2z u.n.
Wontague-~grammatika), amely az ilyeefajta forditis szabd-

lyainak vizgsgdlatsét filzte maga elé, erre azonban most

még nem btérhetink ki, anndl is kevésbé, mert ez az irdnyzat

a predikdtumkalkulusndl jével bonynlulitabb logikei nyelvet,




az u.n. intenziondlis logika nyelvét hasznil ja.

Annalk ellenére, hogy a matematika nyelve igencsak
szegényes a természetes nyelvekhes képest (as igék szinte
teljes hidnya kulonbsen kellemetlennek tinhet) 1dtni fog
Jjuk, hogy ez a nyelv xiviléan alkalmas az élet legkillonm
boz6bb terileteirdl vett problémék targyeldsira - késébb
meég kitériink arra, hogy ennek mi is az oka. Mar itt hang-
sulyozzuk azonban, hogy a matematika sikereihez nagyban
hozzd jarul =zzxaxifnyy éppen az a tény, hogy a Trendelkezds-
re 4116 kifejezési eszkozik kidre eldre adott. Lz ugyanis
az alkalmazdt arra kényszeriti, hogy vildgosan dtgondol-
Ja, hogy mik azok a fogalmak amiket haszndl, ezek kizott
milyen kapcsolatok vamnak ill. lehetnek, tehdt mi az

ami a problémabdl lényeges és mi az ami esetleges.

2. Bl8adds: A halmazelmélet mint a matematika ontoldgidia

Az elsd eléadégan ismertettilk a matematika nyelvéis, as
u.n. predikédtumkallulust. Bz a nyelv azonban nem Snmagde
ért van: azéri vezettik be, mert a szabakos nyelv%fﬁjww ______
ixx lehetdvé teszi, hogy kikerililk a nétkdznapi ngelv-
haszndlat szdmos bukbtatdjdt. Ha egy probléméval matsmati-
keilag préviélukk foglalkozni, elsd teenddnk az kell legyeun,
hogy meghatarozzuk a  probléma felirdsdhoz szlikwéges alap-

fogalmakat: éppen ezek lesznek a matematikai elmélet konstan—

sai. A problémat azonban az alapfogalmak még nem csupdn a

koztlik mindenképpen fenndlld osszefiiggések hatdrozzik meg:
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oz ubtdbbiak lesznek az axidmik.

Bgy predikdtumkalkulusban felirt elméletrdl tehat

akkor beszélhetink, ha megadjuk, hogy mik az elmélet

konstansal (alapfogalmai) és hogy milyen 361 formdlt for-

muldkat tekintiink magdtdl értetddden igaznak (axidmik).
Hangsulyozzuk, hogy egy jff Oumagdban sosem igasz:

a matematika csupdn arra képes, hogy megmondja, hogy ha

egyes jlfi-ek lgazak, akkor masock is sziikségképpen azok,

mivel kUvetkeznek az elézdbpdl. (Bz ném-vonatkozik az

olyan formuldkra, amelyek pusztan belégméierkezetﬁk alap-
jéan igazak (pl. ama), ezekkel az u.n. tautoldgidkial

& 7. alfaiason foglalkozunk részletesen.) Zgy ilyen
Eovetkeztotés pl. a kivetkezd: ha tudjuk, hogy az ¥ és ¥
Jff-ek igazak, akikor szlikségképpen igaz az (XAY) Jff tovdb-

D& az (XvY¥) jff is, Dz a kOvetkeztetés meglehetdsen nyil-

vanvalé és igy van ez a matematika minden kbvetkeztetési
szabdlydval. A hétkdznapi jézan okfejtéstfl taldn csak

a szisztematikussig killénboztell meg a matematikai okfej-
tédst: nem egy tétel bizonyitdsdhoz t8bL ezer 6t H5bb
tizezer logikai lépésre van szikség. Ilyen hosszusdgd

okfe jtések végiggondoldsdban sokat segit az, hogy & mate-
matikaban minfen egyes 1épésrdl mechanikusen ellendriis
hetd, hogy helyes-a: ennek pontos kritdriumailt azonban
csak késébb fogjuk megadni. Egyeldre elégedjink meg annyi-
val, hogy azzal a kivelkeztetéssel amirdl jézan ésszel 14t-
szlk, hogy baj van vele, matematikailag is baj lesz, és

az a kBvetkeztetés, ami jézan ésszel hibdtlannak timik,
igen nagy valdszinliséggel matematikailag is helyesnek

bizonyul, legalabbis akkor, ha nem sajnaljuk a firadsdgot




arra, hogy a nyilvanvald dolgokat (ilyen volt az eldzd
eldaddsban pl. az u.n. monotonitdsi feltdtel) is axidma—

ként kimond juk.

Hegjegyzés: Az a tény, hogy a matematikai kiovetkerzboté-

sek mechanikusan is ellendrizhetdek, néha megleps kivet
kezményekkel jér. Taldn mindenki hallott mér s hires
négyszinsejtéerdl, ami azt mondja ki, hogy minden térkép
kiszinezhetd neégy szinnel Ugy, hogy két szomszédos orsaig
soha ne kapja ugyanazt a szint. {Feltesszilk, hogy egy
celcsbhan legfeljebb 3 orszdg taldllkozik). Tzt az egyszeri
411itést tobb mint szdz éve prébaliik bebizonyitani vagy
megedfolni, de sem bizonyitdst, sem ellenpéidét nem Sikem
rilt taldlni 1980-ig. A nagysebességi szémitdgépek meg-
Jelentése (és persze a témédval foglalkozd u.n. gféfelméw
let Oridsi fejlddése) azonban 1980-ra lehetdévé tetbe,

hogy a sejtés bizonyitdsét mechanikus Uton szémitdgéppei
keressék és taldl jdk meg: a négyszinbétel z matematilks
elsd (de minden bigonnysl nem utolsd) olyan tétele, amely-
nek bvizonyitdsa kihaszndljas aszt s tényt, hogy a logikus
gonddkolde,a logika fejlddédsdnek hdla, ma mdr mechanikusan

ellenérizhetd folyamat.

A mai eldaddsben a matemabtikail gondolkoddstnem kisebb
problémdra, mint a létezés problémdjdra alkalmazzuk: meg—
teremtjik a létezd dolgok matematikai elmdletét. Mar a
gorog filozdfusok is tudtdk, hogy csak olyan dolgokkal
ériemes foglalkozai, amik 1léteznek, vagy legaldbois 1étez-
hetnek™ [A mocern fizika gyakran hangoztatott dlléspontja

hogy minden amirdl egydlialdn lehebtséges, hogy bekdvet-
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kezzen ellbb~utdbb be is kivetkezik, és minden ami létes~
hek, létezik is (111, 1létemett vagy 1létezni fog). Szdmunk-
ra most ez a kérdés nem kiUlondsen fontos: olysn matematikail
elméletet fteremtiink, emely ebben a kérdésben nem foglal
allast (erre nézve nem tartalmaz axidmit).] és olyan dol-
gokra, mint példéul a nénemi férfiak, nem érdemes sok

szét vesztegetni, mert egyetlen ellentmoncdsbdl mér minden

{és minfennek az sllenkezdie) bebizonyithatd. Ezt az 411i-

tést késbébb pontosabban is kimondjul (és bebizonyitjuk),
most eléged jlink meg egy pélidval,

Tegylik fel, hogy O=l, bebigonyitjuk hogy 23=37.

o=l /szorozzuk megy minilkét oldalt l4-el

=14 /adjunk mindkét oldalhoz 23-atb

23=37 /mérpedig végig csupin ugynevezett azonos dtalaki-
tasokat végestlink, amelyekrdl &ltalédnossigban bebizonyit-
hatd, hogy érvényes egyenllségbll érvényes egyenldséget
hoznal létre.

Wik tendt a 1léteznd Colgok? Ezt persze nem tudjuk, de
goncoskodini fogunk réla, hogy minfen ami létezik, egyben
helmazként is létezzen. Igy indult el Canmtor (naiv)halmaz
elmélete is: mi gyakran beszélink pll az emberek {vagy or-
szagok , stb.) halmazdrdl, Az ember azonban maga is halmaz,
tudniillik sejtek halmaza, és minden sejt fehérjemoleku-
lak halmaza. Bgy fehérjemolekulal?elfoghaﬁé halmazként:

~ennek elemel az abtomok. Az atomokat elemi részecskék hal-
mazainak tekinthetjlik, az elemi részecskéket pedig kvarkok
halmazainak. A matematikusok feltételezik, hogy ez a folya-
mat valahol megdll (ez az u.n. funcdlisdgi axidma, amelyrdl
bévebben csak a negyedik elbaddsban lesz 36) mégha ez a

gyakorlatban nem is teljeslil (bdr nehéz ezt elképzelni)
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akkor is vildgos, hogy minden konkrét eiméletnek ériemes
valahol megéilnia: a szoclioldgus szdméra a legkisebb
egység az ember, az orves szdmira a seji, & bioldgus szi-
mara a fehérjemolekula, a vegyédsz szémdra az atom, a

Tizikus szamdra pediig a kvark.
Ebbl a pdéldabdél is vildgos, hogy minden halmaznak

az elemel 18 halmazok, és minden halmaz eleme 1ehet.egy
mésik halmaznak. Ezzel mér meg is tettik a2z elsd 1épést

az axidmatilkus halmazelmélet megalkotasa feléd: vildgos,
hogy 'halmaz' és 'elems' alapfogalmak, és mds slapfogalom-
ra lényegében nem is lesz szlikségink. Igy tehdt a halw
mazelmélet nyelvében minden individudlis konstans egy hal-
mazt jelol (és mivel rengeteg halmaz van, rengeteg

ilyen konstensra van szitkséglink, ezek szdma magdban a

halmazelméletben ki sem fejezhetd).

A tovabbiakban tshdt a, b, ¢, ... konkrét helmaszok,

Ky ¥y 2, «os valtozdk ezek felstt. Winitssze ké%t relicids

konstansra van sglkségink: az 'eleme’' reldcid €s az 'egyen-

18" relicid rnevére (kényelmi okokbdl €(x,y} helyett
x&€y~-t, és =(x,y) helyett x=y-1% fogunk irni).

Anit ecdig megadtunk, az persze nem a halmazelmélet,
csupan annak nyelve. A halmazelmélet e nyelvbél dgy kelet—
kezik, hogy e nyelv bizonyos jél formdlt formuldit azidmélw
nak. (azaz automatikusan igaznak) tekintjik. A& most ismer—
tetésre kertld axidmdk erecetileg Zermelo-t4l szarmaznak

ds Fraenkel volt zz aki ezeket lényegében mai formd juk-
ra hozta (1908-1G22).

[z 17 (Y x(x=x)) 'minden halmaz azonos Snmagival'

[zF 2] (dx(Ny((x=y)® (y=x)))) 'ha egy helmaz azones

egy mésikkal, akkor a médsik halmaz is azonos az elsedvell.
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Bz az axidma természetesen épplgy magdtdl értetdcd, mint
az eldzd, de azérd ki kell mandanunk; figyeljlik meg, hogy
pl. az "eleme' reldcid pem ©rvend ennek a tulajdonsignak:
ha x€y, akkor y€ x sosem igaz. A tovabbiakban, a kbnnyebb
clvashatdede kedvédrt a redundineg zardjeleket elhagyjuk:
[ZF 2]-%t pl. roviden igy irjuk le: \‘qu;x; K=Y B y=Ka

(73 3] VxYy ¥z (%=y A y=2)% x=z. 'ha két halmaz szoncs
egy harmadikkal, akkor azonoseX egymissal is'. .

[z¥ L], [zr 2], [2F 3] °g_yutt az egyenldség alapvets
tulajdonsdgait fejezik ki: %ésbbb bevezetendd termino-
Légidval ugy is monchatndnk, hogy '=' ekvivalencisreld-
cid.

(27 4] (x=y) V2026 x@ z€3) A (xe2é) y €xz))

"Beyenld halmazolmak ugyenazokx az elemei, és Sk ugyan~
azoknak a halmazoknak az elemei.' (Itt pé&) o (olv. akkor
és csak akkor') a (peq) A (q9p) kifejezds roviditdse.
[ZF 5] \}va(( ¥z zexe 2 Y} D x=y)

2 az u.n. extenzionalitdsi axidma azt mondja ki,
hogy két halmaz azonos, he az elemei azonosak. {4 fordi-~
tott &11itdst [ZF 4] mondta kil Pelhivjuk a figyelmet an-—
nek egy.fontos kGvetkezményére, hogy t.i. halmazokban nem
sngeclnk meg {0Lbszdrds elemeket, wagy ha Vgy tetszik, pl.
{g,b,é} = {?,b} mivel nincs olyan elem, amivel meg
tundndnk kilonbbztetni Sket, hiszen mindkét halmaznak pOn~
tosen a és b az elemei.

A tartalmazési reldcid (jele "¢ ') nem alapfogalom:

ezt az alapfogalmak segitségédvel definidlni tud juk,
Jefinicid: ¥ x Vy (xCy D (¥u(z2€x Hz€y)))

Az euwdigl axidmék segitségével mir be tudjuk bizonyitani,

hogy az igy definidlt tartalmazési relacidé valdban bir
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azokxal a tulajdondsgokkal, amiket elvdrunk tdle.
D ¥x xex 2 ¥xNy (xeyayex) D x=y
3) ¥x ¥y ¥z (XCyAaycz) = Xz
azaz (késdbb definidlandd terminoldgidval) ¢ valdban
részvenrendezési reldcid.
Lassuk be pl. a 2) tulajdonsigot (ezt Ugy nevezziik, hogy
antiszimmetrikus)
Tekintslnk tetszbleges x és y halmazokat, amikre a pre-
misszea teljesil, azaz xey » yo .
"4 fogaimat helyettesitjik awnak definicidjival'(Descartes)
(1) N z€Xx z€y an wWE Yy WEX
(Figyeljink fel rd, hogy a 'kvantdlt' v&ltozdt  szisztema~
tikusen licserélhetjik mar nevil vdltozéra, hiszen mindkettd
ugyenazokat az ériékeket veheti fel).

Pekintslink tetszdleges a halmazt: erre a kovetkezd
lehetdségek 4llnak: a€x fqu ad x.

Ha a € x, akkor (1) baloldala miatt a€y, és ha a § x
akkor a € y sem dllhat, hiszen ebbdl (1) jobboldalam miatt
a €& X kOvetkezne, ami ellentmondds.

Iey tehat o egyszerre sleme vagy nem eleme x-nek éa
y-neak, és mivel ez a bizonyitds tetszdleges a-ra elmond-
aatd, kijelenthetjik , hogy

Nz z€x& z€y, €s obbdl [ZF 5] miatt x=y kivei-
kezik, g.e.d.

Igaz ugyan, hogy az eddigli axidmék kivétsl nélkll telje-

stilnek, ha a halmazokra mint o fizikai vildg tadrgyairas
(pl. mint kvarkek halmazaira) alkalmazzuk Sket, mi azon-
ban ezzel nem elégedidnk meg; kimondunk egy olyan axiﬁmét’

Amely matematikailag is biztositja halmez 1létezdsdt.
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{7z 71 3x¥z 2z€x 'van olyan halmaz, sminek nincse-
nek elemei’.
Lenetséges hogy t6bb ilyen halmaz is van? Legyenek
x és y ilyan halmazok, ezekre Wz 2 (-,x .az@,y, igy tehat
Nz zex® z € vy {(t.i. soha) |
[Z2F 5] miatt tehdt x=y, azaz a [2F 7} 4ltal biztositott hal-
maz egyérielmiien meg van hatérozva. Bzt a halmazt a tovdb-

biakban Ures halmazhnak nevezzitk, és @-val jeloljik. Egyeld-

re semmilyen mas halmaz 1étezésédrdl nince tudomdsunk, de ha
lenne is, akkor sem tudndnk veliik mit kezdeni.

A most kUvetkezd Mdrom axidma minckét problémin se-
git: ezeknek a segitségével mar ismert (tehdt 1étezd!) hal-
mazokbdél uj halmazokat Allithatunk eld, és definidlni
tud juk & halmazelmélet szokdsaes miveleteit is.

[5F 8] Vx\*yaz\fw wE e (wex V¥ w=y) 'Minden két hal-
mazhGl eld tudjuk &llitani azt a halmazt, amelynsk pon=
tosan ez a két halmaz az Osszes sleme. Magyardan szdlva, oz
82 U.n. paraxidme arrdl biztosit minket, hogy a3z a és b
halmazokbdl eld tudiuk 4llitani a {g,b} halmazt {u.n.
rencezetlen pontpart) tetszdleges a-ra és b-re. Ennek az
axiéménak fontos kivetkezménye, hogy a~bdl mindig eld tud-
ink dllatani a {a} halmazt, hiszen a paraxidéma biztosit-
ja {g,é] 1étezését, és oz sgy kordbbi megiegyzésink értel-
mében azonos {é} -val. Igy tehdt az Ures halmagzon ki-

vitl mosg%ér tudjuk, hogy létesik {¢} ‘{{1351 {j{[{é}wg}}

é¢s szémtalan egyéb hasonld mbion felépithetd halmaz is. Ké-
86bb létni fogjuk, hogy ezek a halmazok igen csak hasznosak
annak ellenére, hogy “a semmit ragozzdk".

A nelv halmazelméletben dltaldban két (vagy tobb)y

halmaz egyesitésérdl beszdliink: mi most definidljuk egyet-
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len halmaz egyesitéadt is. &g persze c¢sak akkor lehet-
séges, ha az eredeti halmasz elemei maguk is halmazok,

e mint mdr hangsulyoztuk ez a feltétel mindig teljesiil.
[ZF QJanzr(Vz zey&y (dw WEXAZEW)

22% a halmazt (amelyrdl kdnnyen léthaté, hogy egyér-
telmlen meg van hatérozva) az x halmaz egyesitésének ne-
vezzilk, és Us  -szel jeloljik: elemei pontosan azok
a halmazok, amelyek (elemként) benne vannak x valamem
lyik elemében.

Bzt ez u.n. egvesitési axidmit :.. a paraxidméval

kembindlva mér értelmezhetiik k4t halmaznek & hagyominyos
értslembenvett unidiat is: ha adott két halmaz a és b,
aikor [2F 8] értelmében elkészithets {a,b} , s [2F 97
szerint  U{a,b} is értelmes - jeloljilk ezt o-vel. Mik
¢ elemeli ~ éritelemszerien azok g halmazok, amelyek vagy
a~nak vagy b~ﬁék elemei (hisz az axidmiban szereplé w ese~
tinkben a vagy b lehet), igy c=ay b, ahol

z€alb& z2€avieé€b, aza Jjoggal haszndlhatjuk ezentil
a kényelmesebb aVb jelsléet Uiz, b}  helyett.

Még két ilyesfajta "konstrukcids axidmit fogunk
felvenni, ezek kozil az egyik, az u.n. hatvinyhalmaz axid-
ma meglehetéseﬁ egyszeri, a mésik, az u.n. kivdlasztisi
axidme azonban majd csak akkor keriil sorra, ha s t&bhbi
axidmédval definidlt halmazelméletben mar bevezettik arokat

& roviditési konvencidkat, amelyek segitségével ez majs

kényelmesen tédrgyalhatd lesg. Hyen roviditési konvencid
volt pl. aVb V{a,v} helyett, vagy akér acb ¥z zcawy

Po< b helyett, és hogy még t6bb ilyenre lesz szikségiink,
azt jOl mutatja az, hogy a szokdsos metszet’komplementum,

g .. eddig .
stb. miiveleteket sem tudtuk bevVezetni.
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A most kbvetkezd u.n. hatvinyhalmaz axidma lesz az,
ahol a "térgy' (kvarkhalmaz) fogalma végképp elvélik a
matematikal halmaz-fogalomtdl: a hétkdzpapi életben
ugyanis nem szokiunk egy tédrgy részhalmazainak halmazd-
rél mint tdrgyrdl beszélni.
rzr 107 Wx3dy ¥z zey & zox.
(A nagyobb kényelem ég a konnyebb érthetlség kedvééri
itt mdr az axidméban szerepeltetjik a tartalmazds jelédt:
semmi akaldélya azonban, hogy ezt a jelet amnak definicid-
javal helyeltesitsiik, és azdltal megmaradjunk az elladds
elején ismertetett nyelv Keretei kézott.)

Az axidma 4ltal biztositott y halmaz ismét egydriel-

mi (ha x helyére régzitett ‘2’ halmazt tesziink) ezt & hel-

sik és  Pla)-val je1s1;ik.

Az Ures halmazbdl [ZF 8] és [ZF 9] segitsdgdével val-
tozatos killsejl halmazokat 41lithatunk eld: ezek a hal-
mazok agonban mind végesek, mivel miné a pdraxidmdt, mind
az egyesitési axidmdt csupdn véges sokszor alkalmazhatituk
ebben a folyamatban. Ha megelégednénk a véges halmazokkal,
akkor [ZF 10]—re nem is lenne szlikkség, mivel véges hal-
mez hatvanyhalmazénak 1étezését mér e ét axidma is big-
tositja, hiszen véges halmaz hatvdnyhalmaza is végss (bar
jéval nagyobdb az eredetindl).

Lassul ezt példaul {@,b} -re: emnslk hatvanyhalmaza

nyi}.vén'),_d*{q\,{ﬁ\‘{a.\“(hmqgsulyozz'ui{, hogy a hatvianyhalmaz

elemei nem az eredeti halmaz elemel, hanem azokbdl képzett
halmazok, igy ad I {a,b}), de {a3€ YdaM])) . Lépésrél 1épés-
ra haladunk: ha & és b adottak, akkor adott {a.b} is [ZF

és persze adott @ is [ZF 7]. Ezekbdl elkészithetjik (is-

1,
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mét a pdraxidma segitségével) {Lm§§i¢}-4:is. Ha adott

a és b, akkor elkészithetd {a} és {5} is (ld. g par-
axidma utdn tett megjegyzéstinket) és persze ismét elké-
szithetd Qip&,ibll . Bzt az eldbb elkészitett halmaz-
zal (két 1épésben) Gsszeunidzva nyerjﬁk:{dl{leﬁl‘{sﬁﬁgum
és errdl kbonmyen igazolhatjuk, hogy eleget tesz a hatvany~
halmazra kirdétt feltételnek. Hasonmld (bér jéval hogszadal-
masabb) bigzonyitéds készithetd la,b,c} esetén is, dg &ita-
laban telszlleges véges halmazra is. (Hogyan?)

Teljesen vilagos, hogy az eddigi axidmdk segitségé-
vel képtelenek vagyunk kikeriilni a véges halmazok kbzil,
a6t Ugy tinhet, hogy a véges halmazok sincsensk még mind
a kezlnkben. (Zz utdbbl tévedés: 1ladtni fogjiuk, hogy minden

véges halmaz 'kikeverhetd' zz Ures halmazbdl a konstruk -

cids axidmék segitségével).

Hindenképpen szlkséginkk lesz azonban végtelen hal-

mazokra is: ilyenek létezéadt biztositja
[2F 117 dx: fexaNy yex D yos] €x

Bz az u.n. yégtelen halmaz axidma nyilvan eléri céljst,

hiszen azt mondja ki, hogy van olyan halmasz, amely nem
Ures (hiszen £ eleme!) és egzenkivill minden eleménél van
meég bévebb elem is bemne. (yulyl -t y rdkovetkezdjének
navezzitk).
nem hatarozza meg egyértelmiien térgyit: meglehetdsen sok,
a fenti kiktitésnek sleget tevd halmas van.

A Tigyelmes olvasdnak feltiinhetett, hogy a szdmozdsban

két luk is van: ezek koziil [ZF 11]-et, az u.n. kivdlasge
481 axidmat csupdn kényelmi okokbdl nalasztottuk kéalbbre,

LZF 7] azonban annyirs eliit a t5bbi axidmatdl, ming eszkG.

i
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zelt, mind céljédt tekintve, hogy killén kell beszélniink
r61a,.

Az eldz0 gyakoilat tapasztalatai alapjén vilidgos,
hogy a logikal nyelv formuldi kozill csak a zdrtak tekint-
hetdk teljeg?rtékﬁ kijelentésnek: azoknak a formuldknak,
amelyek szabad (tehdt semmelyik kvantor hatdékirébe nem
esd) valtozdt tartalmaznek tulajdonképpen logikai figg-
vénynek felelnek meg, hiszen igazsdgéridkik attdl fugglhet)
hogy milyen konstanst helyettesitiink a vdliozdk helyébe.

Zgyszeriségliknél fogva emek k0z0tt kitiintetett szere—
pet jateszanak az slsdrendy precikdtumkallkulus azon for-
muldi, amelyek ccoupdn egy sszabad valtozdt (mondjuk x-at)
tartalmaznak: szk ugganis tulajionsdgnak (melléknévnek) fog-
hatdk fel. Igy pl. x<£ 3 az aritmeiika ogyik mellékneve:
egy konstansnak pontosan akkor 411 sz a tulajconsdg, ha
kigebb 3-ndl. Vannak (lehetnek) olyan konstansolk, melysk
helyettesitése mellett egy bizonyos formula igaz lesz (més
helyettesitémsekre pedig hamis). Az 218bbi konstansolkat gy
hivjuk, hogy a formula 4ltal kifejezets tulajdonsag terjedel-
me: [ZF 7] azt fogja garantdlni, hogy ez a terjedelem bizge
nyos feltételek mellatt halmas.

g te&at -qi(x) az elsérendl predilkdtukalkulus olyan
formulaja, amelyben x szabacd véltozé, és x helydre teb-
szdleges ¢ konstanst irva @(c) zért formula lesz (azaz
%—en Kiviil nincs tobb szabad valtozd {)-ben), akkor 6
esetben beszélhetiink azon konstansok halmazardél, amelyre

nézve @ teljesill és ezt nevezhetnénk qp terjedelménelk.
Kimondhaté lenne tehdt a kivetkezd axidma:
égi[ zr 67 ¥ (b(x) csupdn x-ben nyitott formuldra ay, hogy

aty & (b(a) igaz.
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{(Figyeljuk meg, hogy ez az axidma nem o predikdtumbalkulus
nyelvén lett kimondva, csupén felhasznidlja ezt a nyelvet).

Bgy ilyen axidménak meg lenne az az eldénye, hogy &
halmazelméletet egyszer s mindenkorra egyesitend s logiké-
val, hiszen minden foi‘umla meghatdrozna egy halmazt, és
persze e0Gdig 1s minden ilsmert halmaz meghatérozott egy
Tormuldt. Sajndlatos méiom a dolgok nem ilyen egyszeriek:
nem minden fomuié.na}c tudunk halmezt megfeleltetni.

Legyen pl. (b(x) 2 kbvetkezdl: xéx. Bz & formula

megfelel az elsdrencil predikdtumkalkulus szadbdlyainalk,

N

és kétedegkivill vamnek olyan halmazok, emik kielégitik pl.

L8

&

g¢¢ [2F 7] miatt fel®étleniil igaz. Késziitsik el T[ZF 6]
seglitedégével e. tulajdonsdg terjedelmét, y-+t.

x€y&y x¢ x, més jelbléssel ymi}:[xé x} .
Miceoda ebben az esetben @(.Y) ‘igazsdgértéke? Ha y€ y, aklkor
Fre t#(_’y) hamis, igy definicid szerint y ?. y. Ha pedig
y ¢ v ekkor §(y) igaz, igy ismét definicid szerint y€y.
Bz az ugynevezett "borbélyparadoxon” készitette z matema-
tikusckat arra, hogy aé[ ZF 6] helyelt egy némivel dvato-
sabb axidmdt vegyensk feol:
(2R 6] V ¢{x) formuléra ¥ y helmazra =3z halmaz, hogy
Ux(x€v & (xez a § )

Bzt a halmaszt nyugoctan nevezhetjik a ¢ tulgjdonség
terjedelmének az Y halmazon: z-ben y-nak gonitosan azok as
elemel vannak benne, amikre ¢ fenndll.

Lnnex a halmaznak a jelolésére a tovabbiakban a
{xl é}{x) , (z€ y)] jeltlést alkalmaszzuk, de az alaphale
mazat csak akkor tuntetjik fel, ha hidnya félreértésekre
vezethet. | |

[2F 6] is eléri azt a cély, hogy egyesiti a logikdt s hal-
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nazelmélettel, hiszen ezentyl minden halmazbdl tetszllew
ges (predikdtumkalkulusban kifejezhetd) tulajdonsdg segit-
ségdvel uj halmazt tudunk e1ld41llitani. Hansulyozzuk-azonban,
hogy [ZF 6] nem a szokdsos éritelembe veitt axidma, hanem u.n.
axidnaséma, amely egyezerre végtelen sok axidmat 8lel fel:
minden Q(x) formuldra tartalmazza ugyanis a kovetkezd

(8 szokdsos eszkdzokkel is Ffelirhatd) axidmat:

[ZF 63? VydzVw (wéya W¢z)vfweya\(w €z& ¢(W)))_.

Hegisgyzés: [ZF 6]-ot nem az teszi rendkivilliwé, hogy a ma-

gasabbrendll predikdtumkallniive eszkbzelt haszndljia, hanem

az, hogy vegtelen sok (elsfirendil) axidmét foglal esgybe.

Befejezésképpen gondoljuk &%, hogy mengyire sikeriilt
az ora elején tett igéretiinket bevdltani, azaz a 1étezd
Golgok elméletet megalkotni. Az elsd kérdés agz, hogy 1létege
nek-e egyéltalédn a Zermelo-Fraenkel axidmikkal leirt halw
mazok. Lattuk, hogy a §E[ZF 61 axidma ellentmondssra veze-
tett: elképzelhetd, hogy az awidmarendszeriink jelen formée
jaban is ellenimonddéos {csupdn mi nem tudunk rdéla) és vaw-
1éjdban ilyen axidmdéknek eleget tevd halmazok nem is létez—
hetnek. Bzt a kérdést igen komolyan kell venni: a szerzdk
szemely szerint arra az dllédspontra helyezkscnek, hogy e
fentl axidmarendszer ellentmonddsmentes, &z Ugy véljilk, hogy
ezt az elmult fél évszdzad empirikusan igazolia: véleménylink
szerint bar logikailag elképzelhetd, hogy a halmazelmélet

ellentmonddst tartalmaz, ennek veldszinlisége ugyanakiora,

mint annak, fami logikeilag szintén elképzelhetd), hogy a

Még ha el is fogadjuk azt az 4llitdst, hogy & halma-—
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3, Eldadds: Reldcidk és tulajdonsagaik

A 1étezés problémijdt az elmult elddasban meglehetdsen
sgjdtos médon intéztik el: egyszerien kijelentettilk, hogy

o matematikdban léteznek a halmazok és més nem is létezik.
Bz g kijelentds elsd pillantdsra sziges ellentétben 811 a
matematikirél eddig szerzett benyomédsaikkal: egyrészi gy
ttinhet, hogy & halmazok a 'matematikai 1étezdk'~nek csupén
egy alosztdlydt alkotjdk - a matematikdban léteznek olyan
dolgok is, mint pl. szédmok, fliggvények, hiromszdgek - amik
igazébdl nem halmazok, misrészt gy tiinhet, hogy a hal-
mazelmélet axidmdinak elvileg nem matematikai dolgok - pl.
xvarkhalmazok ~ is eleget tehetpek ha ezek hatvianyhalmazait
is elfogadjuk a killvildg tdrgyainak. Bz utébbinak pedig’ﬁgy
tinik, nincs kiilonssebb akadédlya, hiszen a részhalmaz fo-
galmét azonositani tudjuk a tulajdonsdg fogalméval, és egy
térgy (lehetséges) tulajdonsdgainak halmazdrdél pedig nyugod—
tan beszélhetink. (Az iteralt hatvényhalmazoknaﬁtgé lehet
értelmezést tulajdonitani: ezzel a kérdéssel itt nem fog-
lalkozunk.)

Bz utdébbi problémaval, hogy t.i. s matematika axidma-
rendszerének valdésdgos tdrgyak is eleget tehetnek, nem
kivénunk foglalkozni - megjegyezzik aszonban, hogy sokak
azerint éppen ez biztositja azt, bogy a matematikdt a vgl o~
shgban felmeriild problémdkra egydltaldn alkalmazni lehet.

Részletesen foglalkazni kivdnunk azonban & mésik probléms

olyan
maval, hogy t .i. jénéhdny kétségkivil matematikail objek~

tum létezik, smelyekrdl nem vildgos, hogy a rendelkezésiink~
re 4116 halmazokbdl az e18z8 Srén ismertetett konstrukcids
eljérdsokkal elddllithatdk lsmnének. A szdmok példdjdnal
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maradva, vildgoe, hogy akdrmit csipdljunk ia halmazokksl,
a végeredmény soha nem lesz szém, hanem mindig csak hal-
maz. Bz persze nem zérja ki azt, hogy konstrudljunk oiyan
halmart, aminek az elemsi Ugy vieelksdnek, ahogy azt a
azémoktél slvérjuk (a kéedSbbiekhsn fogunk is konatrudlni
ilyen halmazt) igy az ellentmondds csupén ldtezdlagos: a
kéabhbiekben azt is 14tni fogjuk, hogy az ilymédon konsi-
rudlt halmazt (melyst a szémok egy halmazelméleti modell-
jének ne#ezﬁnk) mennyire azonesithatunk megukkal a szdmok-
kal. |

Jelen eldadés célja egy olyan appardtus kiépitése,
amply lehetSwé teszi, hogy az Usszes felmerild matematikail
prohlémét a halmazelmélet fogalmainak felhaszndlasdval
térgyalhassuk ée ez41tal & 'nincs mde mint halmaz' kije-
lentésnek amlapot adjunk, Ezt a-célt természetegen coupdn
akkor érhetjilk el, ha a pradikétumkelkulus alapvet§ fogal-
mainak, tehdt a konstansoknak msglaldl juk a halmazelméleti
megfeleldit és vildgossd tudjuk tenni, hogy milyen eusuk
és a halmezok kbz2btt a kepcsolat.

MAmi az individudlis konstaneokat illeti, ezekkel nam
lesz sok gondunk: &ltalédban feltehetjik, hogy ezek egy
halmazt alkotnak, és a tovdbhiakhan ehbdl az alaphalmag-
61 indulunk ki. A reldciés konstansokkal mdr nem ilyen
egyezsri a helyzet: elsd célunk tehdt a reldcidk megraga-~
désa & halmazelmélst rendslkezésfinkre 4116 eszkbzeivel.

Rz nem egyezerii felamdat, hiszen egy logikai slméletben
ezdmos reldécié lehet, mig a halmazelmélst csupdn ksttét

ismer: az gleme &8 az egyenlépég reldcidkat.
Mindsddig a relécié fogalmdt intuitive haazndltuk, olyan

médon mint a 'rokonségli reldcié' vagy 'nagysdgrendi reld-
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cié’ kifejezésekben tsessilk ezt a hétkUnnapi nyelvben.
¥it vArunk el tulajdonképpen egy rslicidtél? Hogy e kérw
dés vizsgilatdt egyszerisitsilk, szoritkozzunk egyelire a
kétviltozés (mde szdéval binér) reldcidkra.

Mir itt ie megfigyelhetS az a jelenség, hogy két elem
nem feltétlenil viselkedik szimmesrikusan ugyanaknak & reld-
cidénak a tekintetében: ha pl. Péter apja Pdinak
apja*(Péter, P4l) skkor nem less igaz hogy apja*(P4l, Péter)
és ugyanez elmondhaté példdul a 2< 3 -(3< 2) esetben ie,

Ez nagy baj: a halmazelméletben ugysnis egyeldre semmi
médunk ninoce arra, hogy sgy halmaz elemeinek sorrendjét meg-
kiilonbiztessilk; az extenzionglitéai axiéma értelmében pl.

la,b} = {b,a] . Be eem szémozhstjuk az elemeket (hiszen

a halmazelmélstben egyeldére nincsenek szémok), és mégcsak
azt sem mondhatjuk, hogy valamilysn (pl. abc) sorrendben

dnkényesen elrendszsiik Sket, hisgzen ggy ilyen elrendezés
mér reldcid lenne.

Maradjunk egyeldre két elemnél, hiszen mér itt sem
vildgos, hogy hogyan tintethetjiik ki valamelyik elemet pl.
a {8,b] halmazban a refdelkezésiinkre 6116 eszkbzdk ( €
ds = reldcidk) segitsédgével. A végceédl azonben vildgos:
olyan halmazt akarunk csindlni Ja,by ~bSl, amiben a két
elem helyzete nem szimmetrikus: jeldljikk ezt (a,b)~vel.

Megjegyzés: A gmbdlyil zdrdjelek éppen azt jeldlik, hogy
(a,b) rendezett pontpar: tehdt (a,b)#(b,s) - {a,b} rendem
zetlen pontpar volt,

Vildgos, hogy két elem kozill bdrmelyik kitlintetésével egy~

ben a mésikat is kitlintetjiik (hiszen & az egyetlen nem
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kitiintetett elem!), ezért elegendS lenne a két elem egyi-
}két valamilyen médon kiemelni: ez mar szuggerdlja a meg~
olédat: készitsik el {a,b} melletd {a] -t is, és képez~

ziik ezek halmazédt (a péraxidms segitségével).

pefinicid: (a,b)w{{a} ' {a,’tﬂ

Mint tudjuk a definicidé jobb oldalén gzerepld halmasz ren-
dezetlen: semmilyen médon nem tudjuk megkildnboztetni
{{a4d Al -t61 vaey axar {1} ‘{_o,,bk ‘{o.] Ao} l{b‘mu -461,
mers azonban nincs is sziikség, mert ¢ halmazbdél a,b és sor-
rend jiitk mdr kikovetksztethetd: ha {{u.l {_\),vu rendezett .pér,
azaz (x,y) alakban irhaté, akkor x és y éppen \J U.Uu} :{."‘c\’n
elemei, &8s ezek kdzill ¥ pedig ﬂ{[q& '{u,qn egyetlen eleme.
Bizonyitsuk be ezt formalisan:

Tétel: (ayb)=(c,d) 2 a=¢c A b=d

wivel (a,b) ugyanaz a helmaz mint (c,d), ezért tudjuk,
hogy V(a,b)=U(c,d), hiszen errél & milt érdn lattuk,
hogy egyértelmii, Tekitve, hogy a rendezett par ¢efinicidja
miatt V(x,y)= {x,y} beldttuk, hogy
1) {a,‘ol = {c,d} , 68 hasonld médon a metszet segitségé-
vel igazolhatd az is , hogy
2) a} = {c\. Ha pedig ez igaz, skkor [ZF 4] miatt a=c is
fenndll, és ezt  1)-be visszairva
3) a8 = 42,88 - jeloljik ezt a halmazt p-vel

K== {y\yep, y#a} halmaz lesz [ZF 6] mi.att (pl.
a {a,b,d} slaphalmazon), ldssuk milk ennek az elemei.
A 3) egyenldség baloldaldabdl azt nyerjik, hogy x= {b} gt
jobb oldaldbdl pedig x={d} kbvetkezik, igy [ZF 3] miatt

{o} =16} 65 ebbSl mint az elSbb [2F 4] miatt b=d adddik.

% bizonyitds természetesen bdrmely a,b,c,d halmazokra el-
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mandhaté lett volna, igy kimonchatd az el1626 tétel u.n.
univerzédlis generalizdcidja:

) ¥MxNy%¥e ¥ (x,7)=(z,%) B x=2 & y=w.

Ha tehdt (x,y)~t mint {{xl,_{x,y}l -t definidljuk, a
rendezett parok leglényegssebb tulajdonsdgdt kimondd 4)
formula tétel [ZF]~ben, hiszen az sxiémakbdl elemi logikal
1épésekben levszethetd . Az olvasdéra bizzuk ennsk leellsn-
8rzését, hogy ez a bizonyitds skkor is érvényes marac, ha

a rendezett par éppsn (a,a)xual,La,an mtua} ,{a‘ﬁ :{{aﬁ .

Vsgylik észre, hogy a rendezett pirock megteremtésével

mir & rendezett hdrmasok is mendelkezésiinkre éllnak, hiszen
(a,(b,c))=(d,(e,f)) P a=da b=e ac=f, amint ezt az olvasd
mags is igazolhatja. Defintdlhattuk volna persze.a rende-
zett hidrmast ({(a,b),¢) segitsdgével, sdt aldr kbzvetlenil
i » das 1l s -]_a,b,cﬁ -vel is, de ezek a dsfinicidk mind egyen-
értékiiek hatédsuk szsmpontjibél: mindegyik lehetlvé teszi,
nogy (a,b,c)~t olyan tisztén halmazelméleti kifejezéssel he-
‘lyettesitsiik, amely képes az elemek sorrendjének térold-
gdra is., Hasonld médom beszélheinénk rendezett négyesek-

r31 és 4ltaldban rendezstt n-esekrdl is, egyeldre azonban
bindris relacidkra szoritkozunk.

Pekintve, hogy az &ltaldban szokdsos reldcidk rende-
zott parok ssgitsdgével jé1 leirhatdk, célszsrinek tlnik as
egy halmaz elsmeibdl kislakithaté rendezett  pdrok . hal~
mazAdt képezni: formailag tshit az {(x,y)\ X€Ary6 Ay hal-
mazt. Bddigi praxisunkban is eléfordulitak miér azonban olyan
relédcidk, emelyek killonbizd tipusu elemek kozdtt voltak ér-

tslmezve: ilyen volt az aldbbi B5(x,y,z) reldcid: y <L .=, azaz
x szavazata szsrint az y lehetdség rosszabb a z lehetdeégnél.

Eppen ezért mér két véitozéban megengedjilk az u.n. inhomo-
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gén relécidkat, azaz a

{(x,y)\xea, yeb} balmast képezzilk.
(J6 példa lehet erre a hézaeség. emely tipikuean férfiak
42 ndk KBgti (tehdt inhomogén) rélécidnak foghatd fel.)
Ezt a halmazt a é8 b Descartee szorzatdnak nevezszilk és
a b-vel jeldljiik: be kell lédtnumk azomban, hogy ez 2
definiocid értelmes, azaz a b létezik és8 egyértelmii.

Tétel: ha a és b adott halmazok, akkor létezik és egyér-
telmii (jelben J1)
axbe= {(x,y)l Xea, y&b} .
Bizonyitda: Adott a és b mellett képezhetjilk avb~t, ennek
hatvényhalmaza P(aub) olyan halmazokbél 411, melyeknek
_elemei a~ban vagy b~ben vannak. A hatvényhalmaz axiéma
miatt azonban nemceak P(auv b), hanem J(P(aub)) ie 16-
tezik: ennek elemei (aub) hatvényhalmazénak réeghalmazai,
azaz aub feletti halmazrendezerek. A rendezett pérok
éppen ilyen halmazrenddzerek (méghozzé kételemiiek) igy
Vx¥y x€aay€b=(x,ye P(P(avb))
Igy tehdt az aX b helmaz 1létezdedének bizonyitdsdban nem
okoz gondot az alaphslmaz megvdlaeztéen, hiszen P(P(avn))
erre a célra béven elegendd.

Ha rdgzitink valamely c €a~t, akkor a [ZF 6] axidmaeé-
ma miatt 1étezik L ajyq={ic} dcx}] A xeb} , tehdt léte-
zik a {c,x) alaku rendezett pdrok halmaza, ahol x€ b, Ha
ezeket moet minden b-beli c-re Yaszeunibzzuk (a technikail
réezleteket melldzzitk) akkor renﬁelkezéaﬁn@ra 411 a

{(w,x)l w€a, x¢ b] halmaz, ée éppen ezt kereskiik.

Ha moet x=axb=y, akkor mind x, mind y elemei olyan
rendezett pirok, mmelyeknek elsd eleme a-ban, mésodik ele-
me b-ben van, igy [ZF 5] miatt e két halmaz megegyeszilk, a dei, ertelmey
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¥ielStt tovdbimennénk, lédssumk néhfny példdt direkt
szorzatras (1,2} X 11,2,3}={(1,1),(1+2)4(1,3),(241)4(2+2)
(2,3] ; \a}xivl= J(a,)} stb. L1taléban vilédgoe, hogy he
a-nak n elemg van (ezt a tovibbiakban igy jelsl jiik: |a\| =n)
ée b-nek pedig m-eleme, akkor ay b-nek ma eleme lesz.

Formallag & Descartes szorzal nes asszociativ, hiszen
(aXb)¥X ¢ {({x,¥) ,2) alaku elemekvbl, ax (b¥ c) pe-
dig (x,{¥,2)) alaku elemekbdl 4l11l. ¥i azonban ezek k¥zutt
nem tesziink klildnbséget, és azt mondjuk, hegy mindkét szor-
zat ax b¥X c-vel egyenld, és (x,y,z) alaku rendgzett hir-
masokbél 411. ltaléban

8% 85X ....'.s(ahm{(xl,.....,x‘)l %€ 8ypeee,x €8}

és errSl a definicidérél is beldthaté hogy értelmes, (Hogyan?)
Nem részletezzik azonban ennek igazoldsit, és most még
abba eem megylink bele, hogy miért hanyagoljuk el pl. az
(afb,c)) ée ((a,b),c) azaz valdjédban & {{ﬂ‘ﬁﬁ; 1} ,{l"tqu s
11110 o @iy A0 L, c}} nalmasok kinsnbeéeét
annak ellenére, hogy pl ba} az egyiknek eleme, de & masik-
pak nem. Bizonyités nélkill mondjuk ki & kovetkezd (szin-
tén technikai jellegil) 4llitdst is:
Lemma: ha .Q(x,y) csupédn x-ben és y-ban nyitoti formula, ak~
kor tetszdleges s és b halmazok esebén 1létezik a
[ S {(x‘t&)\ Xen, Weh ‘(?(‘L_\g)} halmaz, €8 része ax b-
nek. Megiegyezziik, hogy az a lemma n tényezlre is kbnnyen

41talédnosithatd, de ennek a bizonyitdsit sem részletezziik,

A legegyszeriibd nyitott kétvaltozds formuldk a (kétval-
tozéa) reldcids konstansokhoz kapcsoldédnak: (R(x,y)) nyil-

van jff minden R(x,y) atomi formuldra. A fenti lemma azit

mond ja ki, hogy minden ilyen R reldcidra képezheijik azon
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(u,v) parok halmazat, ahol az plsd elem a-ban van a mé-
sodik b~ben, és réaddsul R(u,v) is fenndll. Ha példaul
R az = reldcid, és ‘4 tetszdleges halmaz, akkor értelmes
{(x,y)\ xkaryEa ;\xuy} , 65 persze ez nyllvén nem més
mint {(x,x)\xea}. Bzt a halmazt az ax a Bescartes szor-
zat 4t1éidnak hivjuk, és (szlkség esetén) Aa-val jel61 jiik.
Ha a halmazunk pl. §i= {1,2,3...} a termésrzetes szamok
nalmaza, és a széban forgé relédcié éppen a & reldcid, ak-
kor képezhetd a {(x,y)l xefiaye W, x{ y] halmaz,
plemei (1,2),(1,3),{1,4), {1,5),(1,6) veusns

(2,3),(2,4),(2,5) 4(2,6) cacens

(3,4)4(3,5) 4(346) ceveen

-
*

-

-

atbh.

fltaldban a Descartes-szérzat elképzeléséndl igen kényel-

mes a kovetkezd dbrdzoldsi mdd:

*Q*n!"!pnb‘?‘b

- maga a Descartes-szorzat el
nevezés is erre (t.i. a sik pontjainak szdmpdrokkal vald
megfeleltetésdre) utal. Homogén reldcid esetén az ilyen
Adbra négyzet alaku: ez magyarazza éz 4116 elnevezést is.

Mint l4thatd az eddigiekbdl, a logikai reldcidknak a

direkt szorzat részhalmazai felelnek meg a halmazelmélet—

ben ez indokolja a most kovetkezd definicidt iss
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fefinicid: Az fiq y+++ya, halmazok aix..}.)can Descartes

szorzatanak tetszdleges részhalmazdt az Bypeesesydy {ilyen
sorrendben!) feletti reldcidnak nevezzik., A reldicid binér,
ha n=2, ternér, ha n=3, stb, Hmnogénnak neveziink egy reld-

Ci{st ha 31-”:8.2'—':- 'R -ﬂan-

Megiegyzés: A tovabbiakban relécidé alatt homogén binér re-

lécidt (tehdt aw a valamely részhalmazdt) értiink: ha més-

fajta relacidrdl van s26, ezt klldn hangsulyozszuk.

A definicidt kiegéezithetjlik azzal a megjegyzéssel,
hogy két reléciét, pi. $ G AXAM .. Xk, +t és
TC §,X€, X, .., X€ ~t csak akkor fekintiink egyenlének,

ha n=m (ugyanannyi valtozds reldacidedl wvan suzd) A;=B.

(1=i=n) és S<T fenndll. Speciélisan tehdt {(1,1), (1,2)]
nem ugyanaz a reldcié, ha.{1,2,3]:t{1,2} felett tekint-
jitk, mintha 374 %{1,2} felett tekintjik, annak ellenére
hogy ebben a példaban n=m és S=T.

Itt hangsulyozzuk, hogy & reldcid logikai fogalma nem
azonos a reldcié halmazelméleti fogzlmdval: mi csupin =
logikal fogalom halmazelméleti modelliét adtuk meg. Minden
halmazelméleti reldcid egyben logikai reldcié az Usszes
olyan logikai rendszerben, amely a halmazelmélet axidmiit
tartalmazza, és az is igaz, hogy minden logikai relécid-

nak megfeleltethetiink egy alkalmas részhalmazt egy megfow

lelfen valasztott Descartes szorzatban, amennyiben a reld-

cidéban egy halmazra szoritkozunk (v.8. ezt a *[ZF 6]-al

kapcsolatban tett megjegyzéseinkkel). De példdul az € rela-
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cié, vagy a halmazelméleti = reldcié Snmagiban nem ilyen:
hidba szeretnénk pl. ez utébbit az Geszee halmazok hal~
maza' Grmagival vett Descartee szorzatéban az (a,a) alaku
elempdrok halmazdnak tekinteni, erre mem nyilik méd, mert
az 'ésezes halmazok holmaza' dnellentmonddeoe fogalom.

Definicid: Azt mondjuk, hogy az R reldcié ezimmetrilus ha
¥x¥y R(x,¥) > R(y,x),illetve antiszimmetrikue ha
¥xVy R(x,¥) A R(y,x) = x=y

R trangitiv, ha\*x\}y\iz R(x,¥) A R(y,2) > R(x,2)

R reflexiv, ha Jx B(x,x), irreflexiv ha z‘x R(x,x)

illetve trichotém ha ¥ x Vy x=y N R(x, 7))V R(¥yX) .

Halmazelméleti reléciékndl (tehdt a a részhalmazainél) e
pégével szemléleteesé tehetSk: B reflexiv, ha tartalmazza
aXa 4t16j4t, irreflexiv, he éiszjm&k t61s, szimmetrikus,
ha ezen 4tldéra mint tengelyre ezimmetrikus,ée antiezimmet~
rikus, ha e tengelyre vett tikdrképével valé metezete ép-
pen az 4116 egy részhalmsza. A tranzitivitds a kbvetkezd
Abrdval ezemléltethetd:

L
amennyiben a kirrel jeldlt pontok R~ben vennak, akkor a
{i-tel jeltlt pont is R-~ber kell legyen. A trichotdémia

haeonld médon t8rténs szemléltetését az olvasdra vizzuk.
A fenti tulajdonsigok koziil egyesek (pl, reflexivitds és
jrreflexivitde) kdlcsbntsen kigdrjdk egymdst, misok (pl.
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szimmstria és antiszimmetria) azonban nem: kiildnd sen
fontosak azok & relécidk, smelyeksegyszerre reflexivek,
szimmetrikussk .és tranzitivek - az ilyeneket ekviva-
lencia~relécidknak nsvezzilk,

A halmazok egyenldségén kivil eddig ~ volt erre pél~-
da: most ismertetiink egy olyan példit, amely (a mogptani-
nd1l &1tsldnosabb formiban) még sokszor hasznosnek bizo- -
nyul. Két egész szamot, a-t é8 b~i kongrusnsnek nevezlink
modulo m, ha a killinbségik maradék nélkiil oszthaté m-mel,
jslben atb (m). Kbnnyen 14thaté, bogy a (mod m) kongru-
encia ekvivalenciareldcié:

1) reflexivités a~8=0=0.m, tehdt  ¥a oza(m)

2} szimmetria a-bu-(bea), tehdét ha a-b=c.m, akkor
beam-Ce B, 1Y ¥x ¥y xzy(m) = y=x(m)

3) tranzitivitds (a-b)+(b~c)=a-c, és ha az Vsszeg mindkét
tagja oszthaté me-mel, akkor nyilvén maga az Ysszeg ie (mi-
ért?), tendt azc(m).

Az ekvivalenciarsldcidk igen szoros kapcsolutban vannak
o halmazok részskrs bontésaival: az errfl szélé tétel ké-
s8bbi tanulmdnyaink sordn alapveil lesz.

Ha egy a halmazt r, részekre bontunk olymdédon, hogy

1) riﬂrfﬁ, ha ifj (tehdt a felbontés diszjunkt), és

2) U!}na, (azaz a fslbontds lefedi & szdéban forgd halmaszi),
a\klc:;::frl \hi‘li&,\}&osztélyfelbontéanak (mésnéven particidnak)
nevezzilk: ilyen pl. az &llatok csalddokra (vagy fajokra)
térténd felosztédsa, de nem ilyen a nevek ezdéfajokba vald
pesoroldsa, hiszen egy 8z6 (pl.‘zdr) tartozhat tobb gz6-
fajhoz is. * [A hallgatdék nyelvészeti ismereteitsl fligget-
lenlil ajénljuk & disgtribucida ekvivalsncia fogalménak a pro-

szemindriumon vald megidrgyalésdt.}
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Tétel: Az's halmazon értelemezett tetszdleges ekvivalen-
ciareldcidhoz tartozik egy ofsztdlyfelbontés, és megfor-
ditva tetszdleges osztdlyfelbentdshoz tartozik egy ekvi~-
valenciarelédcibé. Ez a megfeleltetés 1-1 drielmii, tehdt

Kilsnbozd ekvivalenciareldcidkhoz xiilénbszd osgtdlyfel~

vontasok tertoznak, és viszont.

Bigonyitds: Ha R ekvivalenciarelécid a-n, legyen Q(R)

az az oszitdlyfelbontds, amelyben X és y pontosan akkor
tartoznak egy osztdlyba, ha xRy fenndll. Bz a definicid
valéban osztédlyokat ad meg, hiszen ha két ilyen osztdly
dtmetszi egymast (azaz r.n rjiéﬂ) gkkor mAr meg is egyez-
nek. (Midrt?), és természetesen minden elem R relécidban
411 Snmagéval, tehét valamelyik osztélyban benne van. For-
¢itva, ha @ :{\"gl i'.%l} az 1) és 2) feltételeknek ele-
get tevd particid, akkor definidljuk W(O’) -t a ktvet-
kezdképpen: }('ll/(@')\é & 3, 6l Ader; AWETy
szaz o kbz6s osztdlyba tartozd elemeket deklardljuk ekvi-
valensnek. Bgy elem nyilvén kbzbés osztdlyban van Snmagé~
val, és a k;‘cilztis osztdlyban levés nyilvén szimmetrilue is,
tehdt ’\y(ﬂ‘) reflexiv és szimmetrikus.. Ami a tranzivi-
vitdst illeti, ha ‘u(:.'("{ és WEYL , tovabba qefi
akkor az osztalyfelbontis diszjunkt volta miatt rimrj {(hi-
szen g mindkettdnek eleme), igy p és s egyarant r
tehdt ;L\l}(_G)S ; £zaz '\m@') tranzitiv.

Nemesak ary igazn, hogy RAS essetén (b(j.) #Cb(i) , tovdb~
vé § # G esetén ’ll/(@) #* 'Q/{G‘), ahogy a tételben Allitot-
tuk, hanem az is fenmdll, hogy @("(l(ﬁ')}'ﬂés 'W(@(Q\)‘-‘-’-R

tetszdleges € -ra és R-re, tebdt Q é,&lv egymasnak {(ké-

3 elemei,

sébb definidlandd értelemben) inversz flggvényei.

g Lery

2
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Ttt keritink sort arrs, hogy szabatosan definidljuk azt,
amit eddig & tipusu rendezéenek, € tipusu rendezésnek,
i1letve sorbedllitdsnak neveztink: ezek a tranzitiv relécidk
specidlis fajtéi.

Parciilis eldérendezésnek, vagy £ ¥kipusu reldcidnak

nevezink minden reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv
relécidét. Haszndljuk a ¢ tipusu reldcid elnevezést olyan
parcidlis el8rendezésekre is, amelyek antiszimmetrikusek

ezeket azonban kiflon néven parcidlis rendezésnek vagy

J6 példa erre a természetes szémok kbzti oszthatdsagi
reléeid: alb (olv. a osztéja b-nek, b toébbszorise a~nalk)
na e ac=b. Itt nyilvadn ala, alba bla = a=b, tovibbd
a‘b Ablc 2 alc mindegyike teljesill (midrs?), és | a

rendezés azonban nem teljes: pl. 2{3 és 3{2 egyike sem tel-

jeslil: ezek az elemek dsszehasonlithatatlanok. Ha egy ilyen

parcidlis rendezési reldcié trichotdm is, azaz minden elem
Ssszehasonlithatd minden elemmel, akkor a rendezést teljes
rencezésnek nevezziik. (A szdmokra vonatkozd & relécid pl.
ilyen.) Ha egy ilyen rendezésbll elhagyjuk az 4t16t, akkor
irreflexiv, tranzitiv és trichotdm rendezéshez jutunk: az
ilyet nevezzilk < tipusu {teljes) rendezésnek,:mésnévén
linedris rendezésnek vagy sorbadllitisnak. A rendezési re-
1icidkat a tovAbbiaknak még részletesebben fogjuk tanulmi-

nyozni.
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4. Elfadds: Halmazelmélet

Az eddigi el8adésokbdl mar léthaté volt, hogy a halmasz-
elmélet kbzponti helyen ven a matematikdban: sajndlatos
médon azonban & jelénleg rendelkezéslinkre 4116 formé jdban
még csuphn meglehetSeen iigyetleniil haezndlhaté. Jelen 815~
adds célja olyan réviditéei konvencibk bevezeitése, emelyek
eegitéségével a halmazelméleti formalizmue az eddigieknél
j6val hajlékonyabbd teheté: ezzel megteesszik az elsd 1é-
péseket afelé, hogy a formalizmust 'emberktzelbe’ bozzuk.
(Ezt a folysmatot tovdbb viszi pl. az u.n. Keenan-Falz~féle
szemantika vagy akdr annak eredeti vidltosata, a8z u.n. Mon~
tague grammatika, ezeknek ismertetéeére azonban ceak ké-
g6bb keriil sor.)

1, Fliggvények, miiveletek., A fiiggvények a matematikdban

kbzponti szerepet tblienek bs, és ez nem véletlen: a
gyakorlatban ugyanis igen gyskran eldfordul, hogy egyes
dolgok (pl. egyfajta géz hyomésa) més dolgok (a példénal
maradva: a térfogat a giz mennyieége, és héméraéklete) is-
meretében mir egyérislmilen maghatdrozbatdk ~ ekkor azt
mond julk, hogy a dolgok figgvénykapcsolatban &llnak. Nem
411itjuk, hogy az alkalmazésok korunkban ie a matematikai
foj18dés £6 batderdi lennének, tény azonban, bogy a fligg-
vény volt a matematike elsd olyan fogaima, amely nem az
erSsen elméleti bedllitottedgu girbgdoktll ezdrmazik, ée
nem tagadhatdé, hogy a fliggvénytan (analizis) fejlédéeét‘
igen sok ponton az alkalmazdeok motivdltdk. Szémos matema-
tikatdriénész szerint a figgvényfogalom kiamlakuldsa tette

lebetdvé, hogy a matematiks sgyre gyorsulé litembem be~
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vonuljon a tudomdnyok és a technika terilletére (e két
folyamat iddbeni egybeesése mindenesstre tagadhatatlan)
annyil azonban mindenképpen elmondhatéd, hogy e fbgalam
ma o matematikdn belill éde kiviil egysrdnt nélkiildzhetst-
len.

A fliggvények fslfoghmtbk relécibkként: pl. xsiny &
y=sinx; dltalédban egy n vdltozdés figgvénybdl n+l valtozds
reldcidé keletkezik ilyen médon. HaPesokieoe (egyvdltozds,
valdés értékkészletil és érielmezési tartomdnyu) fliggvé-
ngekre szoritkozunk, akkor e reldcid éppen RXR egy rész~
halmaza lesz (itt és a tovdbbiakban a valds szdmok hale
mazdt R-rel jslBljiik) és Descartse koordindtarsndszerbsn

s részhalmaz nem leez mie, mint
N N\ -
/ v

\/]

- 4dltaldbvan ezt a fliggvény grafikonjénak (grafjdnak) hivjuk.

Nem minden relécié takinihetﬁ azonban fliggvénynek:
ple £ a szémok kbzt nem ad meg fliggvényt, mert 2<3 és 2£ 4
egyarént teljesiilnek, mérpedig egy fliggvénynél a figget~
len vdltozd egy adott értékéhez a fiiggd vAltozdnak csak egy
értéke tartozik: elképzelhetetlen, hogy pl. £(10)=2 és
f{10)=3 egyezerre tel jesiiljon.

Megjegyzés: Néha elSfordulnak u.n. "tébbértéki" fiigg-
vények pl. y= 1\'X, ezektél egyellre eltekintink,

Az egyértékiiséget haszndlguk fel a flggvény halmaz~
elméleti definicidjdban:

Definicid: Egy RCAXB reldcidt (parcidlis) flUggvénynek

neveziink, ha \‘X\d\;\h« X6 A &\568 AvESR A xv.\sﬁxz’i e




Auengyiben valemely a € A-hoz fx x€B : aRx, skkor
azt mond juk, hogy & figgvény az a pontban nincs értel-
» mezve { ~divergens): egy parcidlis fuggvenyt totalis
filggvénynek akior neveszink, ha ez nem fordulhat eld.
Ha agonban: 3%, X€3B aRx akkor ez axz X & gefini-

cid értelmében egyértelmiien meghatérozott, s ezt a konstanst

a flgegvény 'a' pontbeli értékének nevezzik és Ra-val jeldl-

ik,

Megjegyzés: A zdréjel elhagydsa azt a cél? szolgdl ja, hogy
az Rx fﬁgévényﬁ {(melyben x a flggetlen valtozd), meg

tud juk kllonbdzietni az R{x) egyviltozés reldcidtdl, mely
x tetszdleges helyettesitése esetén csupdn az lgaz vagy

nhamis értékeket wveheti fel.

A t5bbvaltedds flggvényeket aneldg médon definidl juks:

ha RC Ay X ceeee XA XB, és \dxﬂ\&xb..,“dx*‘da‘d&r |

% € hy A &AL A -, ¥ukA A €S A LEeBA Qwag,.--‘“;a}f\f.\ﬁ.-- X, A0} =
:90w=bfakkor alkelmazzuk 82 BXqeeeee X8 jeldlést és Rxl.....xnmt

n valtozds parcidlis fluggvénynek hivjuk. Egy ilyen parcisdlis

fligevény totdlis, misnéven mindenhol értelmezett, ha

N, - N, WaE R ARLEALA L L m(“,&.hk 3\5 wol AQ\thz“lxﬁ)

A tovaAbbiakban hosszu ideig csupan totdlis fligegvényekkel

fogunk taldlkozni (vannak akik csupan ezekre hasznéljik a

fuggvény elnevezést), a 'totdlis’ jelzdt nem is fogjuk

Kiirni. A mésodik félévben azonban . parcidlis flggvények=

v81 is lesz szé: a 'parcidlis' jelz8t azonban mindig ki~

tesazilk.
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Totdlis flggvényekre alkeslmazhatjuk a
f:Alx ........XAHQE 38161és‘t is’ parCiéliS fﬁ.gg"‘
vények esetén

f:A}wwoooooooooxA.n%B—t im”lk majdt

Yegiegyzés: A fenti terminoldgia konzeMvens haszndlatat

megktnnyiti, ha nem felejtjik el, hogy minden totdlis flgg-
vény egyben parcidlis flggvény is,és minden (n~véltozds)
parcidlis fliggvény egyben {n+l vdltozds) relacid is. A
helyzet {minCen bogdr rovar....) felismerését némileg meg-
neheziti az, hogy a 'parcidlis' és 'totdlis' jelzdk a
nétkoznapi értelemben: egymésnak ellentédtei: ugyanigy van
ez pl. az "egész’ éds "tort' avagy & 'raciondlis' és
'irraciondlis' jelzdkkel is.

Amig azonban a racionilis és irraciondlis szdmok k-
z0tt nincsen dtfedés {és mindegyik szém vagy az egyik
vagy a mdsik) addig pl. az egésy és 1Ort szédmok kGzdtt van:

minden egész séam egyben t6rt szdm is, hiszen pl. 3

nyugodtan irhatd

S

alakban is. Mindezt tovabb bonyolit-
ja az a konvencid, hogy a lehetséges Jelzdk halmazdbdl egyet
(az w.n. jeloletlen *[e terminoldgia a nyelvészetbsl

szdrmazik: pl. & magyar

jar|ok igénél az egyes szdm harmadik személy je-
sz | 16letlen: ha semmiféle jelet nem teszlink ki,
o] | arra kovetkeztetiink, hogy az ige egyesszam

unk | harmadik személyben 411. Altaldban a leg-

tok | gyakrabban eld8forduld eset viseli azt a je-

nak | let, hogy nem visel semmilyen jelet {a ma-

tematikusok is tObbnyire ehhez tartjdk magukat), gondol-

junk pl. a fénévragozds alanyesetére. E kérdés nyelvészeti
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elméletével, az u.n. "markedness theory'~val ( jeloltség-
elmélet) a hallgaték egy része még bizonyara taldlkozik
nyelvészeti tanulményel sordn.] (ummarked) véaltozatot

nem teszik ki: mi is ezt az eljérast kdvettik pl. & rela-
cidkndl, abol ha nem hangsulyozzuk, hogy mésrél van sezd,
automatikuean homogén bindris relécidra gondolunk.

Egy Uj terminoldégia elsajdtitasa gorén mindig tekin~
tettel kell lenniink erre a fajta roviditési médra, mert
az ebbdl adddd féreértések sulyos zvarokhoz vezetheinek.
Ezt elkeriilendd, a matematikusok kozott ezokdesd valt
sgyfajte igen redunddns beszédméd: mivel * fliggvény' és
‘varcidlis fuggvény' egyardnt jelenthst totélis fige-
vényt, az olyan figgvényeket, emelyek velahol nincsenek
értelmezve, nem~totdlis parcidlis fﬁggvényeknek, vagy
nem-totdlis fliggvényekmek hivjdk. '

Hangsulyozzuk, hogy ‘a Jfﬁggvﬁnyeket a halmazslmélst-
ben definidltuk. Kbnnyen megtehettlik volna azonban, hogy
mér & logikai nyelvben érielmezzitk a figpvény fogalmit:
pl. (teljes, egyvAltozds) figgvénynek nevezzik a logikal
nyelv olyan (kétvdltozds) reldcids konstansait, amelyek
teljesitik a

Mxdy R(x,¥)

Yx¥y¥z R(x,y) aR(x,z) = y=2
feltételeket (feltéve természetssen, hogy az = reldcid szs-
repel a kérdéses logikai nyelvben). Annak ellenére, hogy
nem dolgozzmk ki ennek a logikai ’'roviditési méd'-nek a
technikai részleteit, 1d6rdl-iddre beszélni fogunk olfan
fliggvényekrdl, amelyek & halmazelméleti &gfiniciét nem
elégitik ki, ds intuitive kétségkiviil flggvények: ilyen
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pl. az az 8 figgvény amely minden halmazhoy annak rakd-
vetkez$jét rendeli, Jjelben s:aed aylal ~ ehhez nyilvén
nincs megfeleld értelmezési tartomény a helmezok k8rébven,

A fuggvény fogalmdnak segiteégével definidljuk a milvelel
fogalmét is: most csupdn kétvdltozds (binér) belss mive-
letekre szoritkozunk (hogy mik a kiilsé milveletek, egyeldre
nem ie tiertdzzuk), de milvelet slatt a tovdbbiakban ha-
csak az ellenkez8jét nem irjuk ki, kétviltozds belsS mii-
valetet értiink.

pefinicid: Egy AX A—> A fliggvényt az A halmazon érielme-
zett (kétvdltozés, belsd) milveletnek neveszilnk.

Ilyen miivelet pl. a exdmok kﬁzﬁft é pzorgds és boszeadas,
de nem ilyem az osztds mivel az csupdn AXA <3 A nem-totd-
lis figgvény, hiszen a O~val vald oszids nince érielmezve
(kéadbb majd tisztdzzuk, hogy miéri), Itt is hangsulyozzuk
hogy a 8zokdsos halmazelmélgti miiveletek, pl. a8z unid ée
a metozetképzés nem milvelst a fenti definicid értelmében
(vdr régzitett alaphalmazra szoritkozva azzé tehsts).,

jéi nem t0bbak szémunkra a beszédet kényelmeseé tevd rivi-
ditési konvencidkndl, meg kell jegyzeniink, hogy eldra nem
volt vilégoe, hogy azek a konvencidk a halmezelmélet ke~
reteink belHil egydlitalén megalkothatdk. Az a tény, hogy

ez lehetségen, bizonyos mértékig alatamaszija azl a ki~
jelentépiinket, hogy minden halmaz {legldbbis annak is te-
kinthetd)., Nem fogjuk ezt az 4llitdst részlstekbe menden
igazolni a matematika deszee fogalmdrs, de kiiléndeen fon-
toenak tartjuk, hogy a matematika gerincét alkoté fo-
galmakrdél t.i. a szdmokrdl és a geometrial alakzatokrdl

ezt az olvaed le vildgosan léssa.
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A masodik negyedéveben meglehetés részlstességgel
megtdrgyal juk, hogy hogyan épithetdk fel & geomeiria jel-
legzetes fogalmai csupdn a valds szémok segitségével, és
a harma: ik negyedévben azt is tisztdzzuk, hogy a termé-
szetes szdmokbél hogyan épithetdk fel a valds szémok. Igy
tenit (ezen ismereteket eldlegezvel, elegendd most azt
igazolmunk, hogy a természetes szdmok eld4dllnak halmaz-
ként, hiszen ebbSl mAr lathatd, hogy legeldbbis a mate- '
matika fObb teriiletein haszndlatos fogalmak kivétel nél-
il modellezhetSk a halmazelmélet keretein belill.

A matematikusok a halmazelméletbe vetett bizalmat
némileg inlokolja az a tény, hogy ne@%supén a (nem halmaz-~
elméleti) matematika egésze, hanem minden eddig ismert
formalizdlhatd elmélet, tehdt a fizika, kzgasdasagian,
nyelvészet stb. Yaxidmatikus' elméletei leirhaték a hal-
mazelméleten beliil, feltéve persze, hogy a szébanforgd el-
mélet nem tartalmaz belsd ellentmonddsokat.™ [Nem vélet~
len, hogy pl. 2z u.n. dialektikus logika formalizélésa

eleddip nem jart sikerrel.]

d.n. Godel-féle teljessdgi tétel biztositja hogy (legaldbd
is a predikdtumkalkulus keretein belil maralva) nem is
irhaté fel olyan ellsntmonddésmentes axidmarendszer, smely
ne lenne modellezhetd s holmazelmélet keretein bellll. Mem
£11ithatjuk természetesen, hogy a predikidtumkalkulus kere-
teit meghaladd szigoruan formalizélt elméletek nem is le-
hetségesek: tény azonban, hogy egyeldre nem ismeriink olyan
elméletes, amely intuitive szigorunak nevezhetd, Ce nem

irhaté le a predikdtumkalkulus mint metanyelv felhasznéd~

ldsaval.
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Sajndlatos médon nincs médunk a goiel-féle teljessé-
gt tételt jelen eldacassorozatunkban bebizonyitani: e tém
tel az Wen. kijelentéskélulusra vonatkozd viltozatat czon-
van igazolni fogjuk, és ebbil az oivasd némi képet nyer—
het az ilyesfajte bizonyitdsok természetérdl.

A halmazelmélet ontoldgiai kérdéseire utoljara még
egyszer visszatérve tehdt elmonchat juk, hogy azzal g ki~
jelentéssel, hogy minden ami létezik, halmaz, nem jarunk
tUl messze a_valéségtél: ha vannak is olyan 1étezllk, amelyek
nem halmazok, ezek elhanyagolasdval nem #esztﬁnk til sckat,
mivel a halmazok mar elég sokan vannak ahhoz, hogy egy
elmélet belsd problémdi mdr a halmazelméleti modelleken

(ill. azok hidnyan) megmutatkozzanak.

5. Természetes szdmok. Mieldtt megadndnk a természetes

szé&mok halmazelméleti modelljét, tisztdznunk kell, hogy
mik a természetes szdmok, ill. azt, hogy milyen tulajdon~-
sdgeikat tekintjik alapvetlnek. Kényelmi gzempontbdl most
O0-t is természetes szdmnak tekintjlik: valdjédban tehdt az
N, = {0,1,2,3,4,....} "halmazt' keressiik, ha ez ugyan
halmaz. Az wat leird logikai elmélet konstansai elég
sokféleképpen vélaszhatdk: mondhatnink azt, hogy ’+' és
"’ miiveleti konstansok (hérom vAltozds, bizonyos felté-
teleknek eleget tevd reldcids konstansok), és az sem vi~
l4gos, hogy miket tekintink individualis konstansoknalk.
Mmi a reldcids konstansokat jelenti, elegendé a ré~
kovetkezdat felvenni (kétvalitozds) konstansként, mert

ebbSl sz 6sozeadds, szorzds, rendezés, oszthatisig és a

természetes szédmok minden szokdsos reldcidja definidlha-

t6 lesz., (Ez a felismerés Giuseppe Peano nevéhen filzddik).
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Ami az individudlis konstansokat illeti, elsd pillan-
téers Ugy tinhst, hogy nyugodtan haszndlhatjuk rdjuk s szo-
kéeoe neveket Ugymint '0', "1’, '2', stb., de ha jobban
belegondolunk vildgoesd vAlik, hogy ezt nem tehetjiik meg,
hiaszen ezzel kbrkidrdsséget vinnénk a rendszerbe.

Az individudlis konstaneokrdl tshdt sz egy 'O’ kivé~
telével nem rendelksziink: ez lgy lehwtedges, hogy a ter-
méazetes ezdémokat leird axidmarendezerben csupdn vdltozdkad
szerepeltetiink. A rdkbvestkezik reldcidn (jele K, tehdt pl.
K(2,3), de "K(2,4)) kiviil most ie sziikségiink lesz az =
reldcidra: errfl kikotjtik, hogy legyen ekvivalencis.
Iissuk tehdt a természetes szdmok slméletét:
individudlis konstansok: nem specifikéijuk Sket, de O kdz-~
tik van (8 hagyomanyos szdmozds szerint ez sz els§ Peano
axidma)
relédcidés konstansok: X,= {mindkettd kétvaltozds)
axiémék: [P 1] WV¥xJy  xKy ’mindsn szémnak van réké-
vetkszdjs'

(r 21 ¥x VyVaz xKy A xKz = y=z

Bz a két axidma igy egyltt éppen azt fejezi ki, hogy a riks-
vetkezéel reldcid {egyvdltozds, teljes) flggvénynek felel
meg: az x~hez tartozd (egyértelmil) flggvényértéket x’'-vel

is fogjuk jelélni - intuitive erre Ugy gondolhatunk, mint
X+l-re.

[P 1] ¥x ¥y x'=y' & z=y

Ez az axidma azt mondja ki, hogy kiilénbdzd elemeknek nem

lehet ugysnaz s rékdovetkaedje, azaz a ezémeor nem kanya=-

rodhat vissza az aldhbi médon: 6““9'~§*~9‘ —
S LAY
N.. .«

c e
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(P 4] .1(3! 1£0) —~ ez az axifma azt fsjezi ki, hogy

o természetes mzémok valahol (t.i. O-nfl) slkezdSdnek:
figysljiik meg, hogy asz egéez szémok az sddigi axibmék
nindegyikének eleget tettek, ennek azonban mar nem.
rp 57 N R sgyvéltozés reldciéra (R(0) A Vx(R(x) = R(x")))
N x R(x)
fz az u.n. teljes indukcids axidma az Gsszes xbzil a leg-
fontosabb: azt mondja ki, hogy tetszlleges tulgddonsigra
alkelmazhaté a teljes indukciée bizonyitédsi médszer: ha egy
tulajdonsidgnak O eleget tesz, és minden szémmal egylitt
amglyik maga eleget tesz e tulajdonsdgmak, 2 rékbvetke~
z8is is elget tesz, akkor e tulajdonsdgnak minden termé-
Figyel jiik meg, hogy ez az axidma nsa az eledrendil pre~
dikdtumkalkulus nyelvén lett lsirva, de nem is egy teljs -
gen informdlis nyelven: [P 5] a magasaborsndil predikdtum-
kalkulue jellegezetes formuldja abban az értelemben, hogy
leirdse kinnyen formalizdlhaté lsnne , ha a nyelvben rsla-
cids viltozdkat is megsngednénk. {Hogyan?}

Ha tehdt talélunk olyan W helmezt, smelyiknek slemei
éppen a fentebb vdzolt nyelv individudlis konstansai, Wx -w
taldlunk olyan részhalmazokat, amelyek msgfeleltethetdk
a XK és = reléciéknak, és o ezsn reliécibkkal egyltt eleget
tesz a fentebb megadott axidmiknak, akkor azt mondhatjuk,
hogy msgedtuk a termésszetes szdmok egy halmazelméleti modell-
jét.

fpp & célnak megfeleld halmaz 1étezését biztositja a

végtelen halmagz axidma [ZF 127 A x ¢&X h\dlﬁ WeX -%\5\3{.‘5}69(
Sajndlatos médon eddigl anidmiink nem garantédl jdk, hogy

cesupan egyetlen egy ilyen halmaz legyen {és ezt nem is
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lenne ajénlatos kiktini), arra fogunk azonban tdrekedni,
hogy az ilyen halmazok kozil a '1egkisebbet' vélasszuk

ki. Legyen tehdt c tetszlleges olyan halmaz, amire

(2 fec aNx Xec D xuldec teljestil.
fgy ilyen halmaz szilkségképpen tartalmazza $ U{$} -t
(tenst L@} ~t)  L¥iullglhenst 1¢,6Y) -~t, és igy
tovabb: gondoskodni fogunk réla, hogy a természetes szdmok
4ltalunk keresett u.n. standard moéelije ezeken kivil mést
ne is tartalmazzon.

Az axidmarendszeriinkben szerepl8 = reldcibnak felel-
tessilk meg a halmazelméleti = relécidt, és mondjuk azt, hogy
¢ két eleme a és b K reldcidban akkor 411, ha b=ay{ =i,
azaz & rakovetkezésnek megfeleld k" reldcié legyen oXe
(x , xy | x}) alaku pdrokbél 4118 részhalmaza (ez [ZF 6]
miatt nyilvéan képezhetd).

Mivel = nyilwvan skvivalenciareldcié c~n([2F 17, [ZF 2]
és [7F 3] miatt), elegendd azt igazolnunk, hogy ¢ eleget
tesz & Peano-axidméknak.

Ha a '0' individudlis konstansmak a @ halmazelméle-
+ti konstansot feleltetjik meg, (2) viztositja, hogy [? 1]
teljesiil, és az extenzionalitdei axidmédbsl tovdbbd X' értel-
mezésdb8l vildgos, hogy [P 2], [P 31, és [P 4] is igazak
cere, (Midrt?}

Semmi sem garsntdlis azonben [P 5] teljesiilését, és
valdban nem nehéz olyan c¢ halmazra példdt adni, samelyben
ez nem is teljesill. Ennek az az oka, hogy ¢ tartalmazhat

s szikségképpen bemne 16vS gy {4y | stb. elemeken kivil

tovabbi elemeket is, és ebben = megfigyelésben rejlik a
megoléds kulcsa is: készitsiik el ugyanis ¢ a (2) feltétel-

nek megfeleld részhalmazainak metszetét: ez nyilvéan csak a
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szliksdgesn elemeket tartalmazza.

Wivel a @(x) = hex I\\’\ﬁ WeY » Yulyyex  for-
muls csupdn x-ben nyitott, [2F 6] értelmében elkészithets
a{!\xﬁ?(dﬁ\x%halmaz, és tekinthetjiik ennek metszetét.

w =1 \xe?(c)n¢fx;]wet ig, Bz nyilvédn ¢ tegkisebb (1) -nex
eleget tevd részhalmaza, hiszen az Osszes ilyen metszele~
ként nyertiik, és ha kettd (vagy 16bb) halmaz eleget tesz
—ﬁek akkor a metszgetik is eleget tesz neki. (Wiért?)

Komnyen beldthatd az is, hogy az ilymédon nyert W hal-
maz nem figg a kianduldsképpen valasztott ¢ halmaztdl:
ugyeriehhez a halmazhoz jutunk akkor is, ha a fenti el jards-
ban ¢ helyett barmilyen \d}( x}) tulsjdonsdgu halmazbdl in-
dulunk. (¥Miért?) Az olvasdra bizzuk amnak az igazoldsit
is, hogy W teljesiti g d? tulajdonsdgot, és neki magd-
nak madr nincs Q tulajdonsdgu részhalmaza. Joggal mondhat-
juk mindezek slapjén, hogy w 2 minimdlis ¢ tulajdonsagu
halmaz -~ ahkoz azonban, hogy 6t & Peano-axidmarendszer stan-
dard modell jének nevezhessilk, igazolnunk kell, hogy telje-
siti a [P 5] axidmit is.

Bz azonban W minimalitdsédbdl mér kovetkezik: legyen
ugyanis d egy tetszdleges R tulajdonsdg terjedelme ) ~n
{ez [ZF 6] miatt 1étezik)., Ha R{¥) és Y x R{x)3R(x"),
akkor @@& ANXY Xed D ¥ U4 x} cd , azaz d ¢ ~tula j=
dongdgu. Mivel W minden (b tulg jdonsagu halmaznak része,
ezért WC @+ Kiinduldei feltdtelink érdelmében @ cwy , igy
tehdt d=w, azaz a szdban forgd R tulajdonsdg W minden
elemére érvényes, g.e.d.

Még két olyan roviditési konvenciét ismertetiink, smelyek
az Altalunk haszndlt logikai ill. halmazelméleti nyelvet

kozelebb hozzdk a problémemegoldds gyskorlatdban felmeriild
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igényekhez.

Indexek ' I Id6r8l-iddre eziik-
ségiink van arra, bogy egyszerre sck halmazrdél itudjunk ké-
nyelmesen beszélni: ennek érdekében vezetjilk be az indexe-
ket. MAr kBzépiskolai tanulminyainak sordn eléfordult,
hogy ha kifogytunk a bstilkbdl, akkor indexelt viltozdkat
bapzndltunk: Xy X,y os Stb. {1taldban nem volt sziik-
eégiink arra, hogy indexként természetes szdmtdél killonbo-
z8 ezdmot haszndljunk fel, bér kényelmi okokbdél iddnként
veasz8ket, vondsokat, csillagokat stb. is haszndliunk. A
moet ismertetésre keriild médszer lehetévé teszi, hogy
indexként tetsz8leges dolgokat alkalmazzunk, feltéve leg
814bbis, hogy ezsk bsszesedfge ag u.n. indexhalmaz vald-
ban halmazt alkot.

Erre azonban nem is annyira a vAltoz6k esstében lessz
szilkedg, mint inkdbb a konstansokndl, pontosabban az eze-
ket modsllezd halmazoknéi. V4ltozdkb6l u.i. csupédn msg-
szémldlhatéan eok lehet (ezt mir a predikdtumkalkulue
definicidjdban kikststtiik) tehdt az {xi!~iehd} halméz
mindig valasxzhald a kérdédees logikail nyelv vadltozdéi hal-
mazédnak: az indexeléds ittt c¢supdn annyit jelent, hogy i#j]
esetén xi# Xge Sziilksdg esebén ezeket a vdltozdékat &tbetilz~
hatjliik (uj nevet adhatunk nekik), de ez az &tbetlizés min-
dig végee sok lépésben dekédolhatd kell legyen. Egyellre
nem definidl juk pontoean, hogy mit értiink véges sok 1é~-
péshen torténd kdédoldson, ill,. dekdédoldson: erre a kérdés-
re azonban ebben a félévben még visszaté{Jﬁnk.

¥int mér emlitettilk, a halmazokban az elemek nem
ezerepelhetnek multiplicitdesal: pl. a {a,b} és{a,b,a}
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helmazokat kénytelenek vagyunk egyenlénsk tskinteni. Gyak-
ran szilkség lsnne azonban snnek ellenkezljére is: gondol-
junk pl. a mésodfoku egyenlet "tUbbsztrds gybkeire".

A megolddet az jelenti, hogy azokat az elemeket,
smelyeket ttbb példédnyban szeretnénk ezerepeltetni egy hal-
mazon belill, killonbbzé indexekkel 1ldtjuk el: a fenti pél-
d4ndl maradva tehAt az |a), 8,, b} halmazt képezziik. Két
dolgot szerstnénk elérni: egyrészt azt, hbgy 8y és a, lénye=
géven ugyanazok lsgyenek, mésrészt azt, hogy valamilyen
médon (pl. az indexeikre valé hivatkozdesal) mégis meg
tud juk killonbéztetni Sket. Mindez a kbvetkezd megolddst
sugallja: képezzink olyan pdrokat, smelyeknek els$ sleme
a halmaz megkifldnbbiztstésére, mdsodik eleme pedig azonos-
gitdsukra szolgil.

Nyilvdn az elsd hslyre agz indexst, a mésodik helyre
pedig magét a szdban forgd halmazt érdemes tenni: igy
pl. a, tehdt (i,a)-kéMfal foghaté fel. Maga az indexbe irds
azonban kifejezi, hogy e fgslfogas nem teljesen mechani-
kus &)V a,~t példdul nem V{0 2} = 143,42t {10d A1
ként hanem egyszeriten {x% |Xeh,v X&) -ként fogjulk
fel.

f1taldban ha a olyan halmaz, amelynek elemei halmazok
{persze minden halmaz ilysn, de ezt nem mindig szilkeéges
hangsulyozni: é ezé&bkat vagy a tér pontjait pl. a leg-
tobb eestben egy alaphalmaz tovabb mér nem bonthaté elemei-
nek fogjuk fel.) akkor egy f:I-DA fiiggvényt az a eclemei egy
indexezésének tekinthetjiik: ezt indokolja az a tény, hogy
egy ilyen flggvény definicid szerint (i,a) alaku parokbdl
4114 halmaz, ahol af€ A.

E defininié megfelel szdndékainknak annyiban, hogy meg-
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engedi, hogy egy halmaz t0bb indexhez is tartozzon, de
nem engedi meg, hogy egy indexhez t06bb mint egy halmaz
tartozzon. (Midrt nem?) Az is igaz, hogy minden indexhez
tartozik halmaz, de az mir nem, hogy minden halmaz azilk-
ségképpen el van lédtva indexszel. (Miért?)

Ha azonban ez is teljesil, akkor aszt mondjuk, Hogy
az infexelés teljes: a tovAbbiakban csupdn a teljes indexe-
1ést nevezzik indexelésnek, minden egyéb esetben a rész-
leges indexelés elnevezést haszndl juk. Bgy halmazt meg-

szamldlhaténak neveszink, ha elemei W -val indaxelhetdk;

ezt az elneverzést az indokolja, hogy ilyenkor sz index
helyébe (u elemei, tehdt természetes szdmok irhatdk., Ki-~
1nleges fontossdes miatt e definicidt kimondjuk dgy is

hogy kikliszdboljiik beldle sz indexelés fogalmét:

Definicid: egy & halmazt megszémlédlhatdénak neveziinlk, ha
van olyan f: W -3 a flggvény, melyre Nx x€a % 3};
yé€ol + fymx \

A gyskorlaton majd részletesen téfgyaljuk a tetszld-
leges indexhalmaz melletti egyesitést és metszetképzdsi:

itt csupan ammylt jegyszlink meg, hogy az kg‘*; jelolés

analdég méson fog viselkedni az K} A: jeldléssel ~ ez
utdbbit a kSzépiskoldban taﬁult“‘é; Ol jeloiéssel 411it~
hatjvuk piarhuzemba. Specidlisan, h;‘;z infexhalmaz W, Al
kalmazni fogjuk asz {go A, jelslést is.

Az indexes jeltléds mintegy melldkesen' azt is lehetdvé

széljink: a {ﬁ@l iel} halmazrendszer nem mas, nmint a

-\_xl:_\{, el A(&,x)e{}malmazrendszer roviditett irdsmédja,

ha f-et reldciénak fogjuk fel, i1l. a {X|IX Aela {2 =x}
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nalmazrendszer roviditett jelvlése (amennyiben f-et mint
fiiggvényt tekintjuk).

Bzt a jelslést azonban 4ltaldban akkor hasznal juk,
ne az P indexeld fliggvény killonbizd indexekhez kiilnbs 2
halmazokat rendel: ellenkezd esetben, tehat ha egyes
elemek multiplicitédssal is eldfordulhatnak, ismétléses

nalmazrendszerrdl beszéliink, és erre majé a jelslésbhen
ig Pelhivjuk a figyelmet.

Az indexelés azt is lehetdvé teszi, hogy egy halmaz-
(rendszer) elemeit elrendeszzitk: ehhez az indexhalmazon
kell rendezési reldcidt definidlni. P4ldsképpen megemlit-

jlik, hogy egy {ai\ iew} nalmazrendszert {ndvekve)

lédncnak nevezlink, ha ai-caj tel jesiil minden i ¢ j~re
( € itt a természetes szémok k8z6tt szokésos rendezés):

arre a kérdésre a késSbbiekben még visszatériink.

Kotott tartoményd kvantorok Még egy roviditési konven-

cidt kivénunk bevezetni: ugysnlgy ahogy a természetessm
nyelven is meglehet8sen kényelmetlen a 'mindenki,aki
TESZEE eeves’ tipusu fogalmazds, a predikdtumkalkulust
is bizonyos mértékig nehézksssé teszi a Vx x€AA ....
tipusu jeltléeméd. E helyett ugyanigy ahogy a természs-
tes nyelvben a 'minden részeg ... beezédmédot részesitm
jiik elényben, a prsdikdtumkalkulusban is meg fogjuk sn-
gedni & Vx€4 u.n. k8tétt tartomanyd kvantorok haszni-
latat.

Megjegyzés: 4 természetss nyelvben kbtétt tartomény a
tipikus: 'eki' 41taldban emberre, "smi’ 41ltaldban t4rgyak-
ra, 'ahol’ Altaldban helyre vonatkozik, stb. Bdr a magyar-
ban & valaki, valahol, valsmi (tkp exisztsncidlis kvan -
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torok) mellett nincs szigoruan parhuzamos univerzdlis

kvantorrendszer: mindenkil, mindenhol,“ mindenml se.ee, 8%

angolban pl. teljee az every | thing
gome |where rendszex
one

(Ce ott is problémé* okoz pl. sometimes T evgfgﬁyggs).

Részben ennek tudhaté be, hogy a formuldkat igen
sokféle médon kényszeriliink kiolvasniz N -nek 'minden’,
*pérmely’, 'tetszéleges’ stb. felel meg, - -nek pedig
*1étezik’, 'van olysn’ stb.

Bér e téma mind nyelvészetileg, mind matematikailag
rendkiviil izgalmas, nincs médunk a természetes nyelvek
kvantorhasznilaténak vizsgdlatdba bévebben belemenni:
megemlit jiilk azonban, hogy pl. a magyarban a kvantoros
xifejezéeek értelmezése fligg a hangsulyviezonyoktél,
v.b. valamennyien eljottek és valamennyien gl jottek.

A megszémldlhatésdg definiciéja kotott tartomdnyu kvanto-
ros Telirdsban j6éval tombrebdb lesz: egy halmaz megszém-—
141baté, ha: Jirw-aa ¥xea Tyew @ ty=x

E jeltlésméd haszndlata némi rutint igényel, killtnbsen a
*hogy? jelentésii:kettéspont (:) elhglyezésére kell dgyel~
ni, Gyakorléeképpen ajdnljuk az olvasénak, hogy az R R
fiiggvények folytonosséginak szokdeoe definicidjat:

Ny eR Yed>0 3320 1 e ddxexerd (A0 -JUal4e
irja 4t olyan forméra, amely nem tartalmaz kdtutt tarto-
ményu kvantort. Wi lenne a végeredmény az egyenletes foly-
tonossde definicidja Ye>0 3300 Wx V¥x, =Xl < 9 = \ALO-LUaal L L

gnetén?

A fiiggvény, & miivelet, ée a természetes ezémok halmaz-
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elméleti keretbe tbrténd illesztésével halmazelméleti ta-
niményaingkat lényegében befejeztik: a teljesedg kedvé-
ért azonban még kitériink arrs a két axiéméra, smelyeket
eddig explicite nem mondtunk ki.

MAr o masodik eldadéevan (p %% ) utaltunk arra, hogy
minden tudoményban vannak olyan halmazok, amelyeknek mar
nem foglalkozunk az elemeivel: ha tehdt veszink egy a, hal -
mazt, ennek egy a, elemét, ennek egy a, elemét, stb.

G EBREG,ERLE O
akkor ez a folysmat valahol megakad (érdektelemnné valik).
Az u.n. funddltsigi (mésnéven regularitdsi) axiéma azt
biztositja, hogy ez a halmazelméletben is igy legyen:

{2F 131 Vx;éﬁ dyex: xNy = f. 'Winden x halmaznak
(he nem iires) van olyan eleme, amelynek x—el nincsen
x6z65 eleme’. (Pigyeljik meg a kétott tartomdnyd kvanto-

rok haszndlatat!)
Kovetkezmény: ¥x x é X

Bizonyitds: Minden x halmazhoz elkészithetd a {x} halmaz

(pdraxidma), ennek [ZF 13] értelmében van olyan eleme,
hogy ¥ n{x}m #. Esetiinkben y kizdrdélag x lehet, azaz
xNxy= f, tehdt x ¢ x.

Temma: Tekintsink véges 'tartalmazzodd' léncokat, azas

"begyﬁk fel’ hogy a/lea2e te e e a.ﬂ

ekkor an¢81’ nzaz nincsenek € szerint 'kirbeérs' lincok.

Bizonyitds: Tekintslik a {a,l.... I}wc.z halmagt, és keressiink
ebben a [2F 13]-nak megfeleld y-el-met., ¥y nyilvédn csak 8y
Bpy eees By kzil keriilhet ki, ¢e tudjuk hogy

GaC&NC 0 €8NMC , R3E0, NC, ... K& G NC
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hiszen olysn ldncbél indultunk ki, ahol aie.ai+l {14i<n).
Tgy tehdt a [ZF 13]-nak megfeleld y elem 'kigdrédsos ala~

pon' egyediil N lehet: alﬂ ¢ = ¢, tehat aﬁé,al.

Tétel: TLegyenek a,, 8o By seee olyan halmazok, hogy
i?l’ By 33,....} is halmaz® [Bzt a feltételt lhtszdlag
halmazok tetszlleges By Bp eee gsorozate teljesiti. Tekinb-
ve azonban, hogy & "...." {olvasd: "satobbl!) jeldlésnek
csak esetrdl esetrs tudunk érielmet tulajionitani (v.O.
1, 3, 5, 7 eeeedd 5 11, 4, 7, 10,0eeed s enns)y B
tsatobbil mint definicids mdéiszert igénybe vevd eljdri-~
sok nem szillksdgképpen vezetnek halmazhoz: kéedbb laini
fogjuk, hogy még H=yl, 2, 3, 4, ...} halmaz sem definisl-
hatd egyértelmiien.

Semmiképpen sem 411 mondunkban az itt felmertll (az
u.n. nem~standard halmozelmélet kbrébe tartozd) problémiék
részleterdse, de megemlitjiik, hogy az &ltalunk definidlt
W helmazt 0, 1, 2, 3 .... } nem szikségképpen meriti
ki, Mi a tovAbbiakban feltesszik, hogy W =30, 1, 2, ....}
azaz, az u.n. stanfard halmazelmélet keretein belll mara~
dunk.] ekkor a, 3 8y D 33?3..... nem fordulhat =18, azaz
1étezik olyan n, hogy an+1€£an.

RBigzonyitds: Indirekt uton okoskodunk: feltesszilk, hogy

a fenti pélia mégis “végtelen, € szerint leszalld léncH.
Ebben az esebben ahﬁibé ah‘f\{al, By Byress } , tehat
gsemmilyen i-re nem lesz = aif\~{a1, CPY ...1 {hiszen 5.1
benne van ebben a meiszgetbhen). De akkor ~{al, Gy ....}
semmelyik eleme nem lehet a [2F 13)741ltal megkiivetelt -t
halmaz: ez ellenimondés,
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14thaté, hogy a regularitasi gxidéma igen kellemes
xvetkezményekkel jdr: pl., két halmaz nem lehet eleme
egymbenak (Miért?), de felhivjuk r4d a figyelmet, hogy
W elddllitasdban és tulajdonsigainak igazoléasara ezt
oz axidémét nem haszndltuk fel, és a tovébbiakban sem lesz
Kiilencs szikségink erre az axidmira.

Nem igy kéll a helyzet a kivélasztdsi axidméval,
amelynek a tovdbbiakban még szémtalanszor hasznat vesz—
gziiks
[ZF 11] Ha s w‘{ai\ iEJf} tetszlleges {esetleg iamét-~
1éses) halmazrendszer, akkor 1létezik olyan I I Us
fiiggvény, melyre fiﬁai minden 1 € I-re teljesiil.

Bz az &411ités szinte magdtdl éritetddd, he az I
indexhalmaz véges: ebben az esetben a célnak megfeleld
f fugevény [ZF 117 feltételezése nélkill ie megkonsirudl-
baté, Az ilyesfajta explicit konstrukcids médszer mellett
a matematika elfogadott konstrukeids lmdédszere az Ue.n.
rekurzidval torténd definicid is, amellyel a tovdbbiak-
ban még sokezor taldlkozunk - itt csupén egy paldadt ho-

zunk,

Példat 1eg3renl Mov=o Al =4 © ALTed < ALd) o 4

(mivel itt nem meriil fel az egyvdltozés reldcidkkal vald
seszetéveszthetlség veszélye, kitesszilk a zdrdjeleket
annak ellenére, hogy itt figgvényrdl van szd).

ekkor f£(2)=1, f(3)=2, £(4)=8 £(5)=5 £(6)=8 .....

f(n)~-t az n-edik ?ibqnacci szémnak neveszzilk, ée f ~nel is

je181 jiik.
Tlyesfajta rekurzid igénybevételével Adltaldban meg-

ezédmlélhaté indexhalmazhoz is konstrudlhatdé a [2F 11] 41~
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tal megkvetelt u.n, kivdlasztdsi flgevény, 1és van a
matematikdnak egy olyan irénya, az u.n. intuicionimus,
amely nem fogedja el a [2F 1lll=en alapuld exisbencia~
bizonyitésokat, hanem mincen esetben regasskodik a
kérddeee tulajdonedgu hilmaz megkonstrudldsdhoz. Hem ki-
vénunk itt részletesebben belemenni abbe, hogy mit fogad-
hatunk el 'konstrukcié'-nak, ce megjegyezzilk, hogy au
intuicioniste iskola is megengeli a tobbi [ZF] acidma
(igy pl. a hatvinyhalmaz vagy piraxidéme) alkalmazdsét
barmiféle konsirukcié sordn. Hekiink a tovébbiskban £lte-
l4ban csek e kivdlasztési axiéme u.n. megszémlilhatd
viliezatira less sziikségiink:

[2F 111 t ha o= a; i tetesbleges halmaz=-

rendszar, akkor
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5., El8adds: Rendezés, hild

Bar az e18z8 elbaddsokon meglehetdsen tévolra keriiltiink a
konkrét problémik megoldési tschnikditél, az 'absztrakt'

teljesen hidbavaldsk, mivel mostanra mér rendelkezésiinkre
411 egy olyan logikai nyelv, és s vele Usszekapceoclddd
halmazelméleti ontoldgia, amelynek segitségével a ma-
tematika egész fegyvertdrit bevethet jiik, a felmerild konk-
rét problémdk megolddsdban.

A kérdés, smivel foglalkozni kivdnunk, a mérés ponto-
sabban az Usszehasonlitds probvlémdja. Az sleé lépésben

dltaldban csupdn egy rendkiviil durva megkiiltnboztetést
alkalmazunk: azt mond juk, hogy a dolgok "T" tulajdoned-
guak vagy nem. Igy tehdt a dolgokat két kupacba soroljuk:
az egyikben a T tulajdonsdgu dolgok vannak a masikban a
tobbi, Eddigi elStanulményaink alapjdn nagyobb kockézat
nélkil mondhatjuk, hogy s T tulajdonsdg terjedelme egy
halmaz: ennek komplementuméban van a tébbi dolog. Elérs
tisztédznunk kell természetesen, hogy mit tekintiink alap-
halmaznak, azaz mik azok a dolgok, amikre nézve a fenti
tulajdonsdg egydltaldn értelmes. Mint mir emiitettiik,
elég sok halmaz van: igy hdt nem jadr tul nagy kockdzattal
feltételezni, hogy az 'alaphalmaz' veléban halmaz a szd
Zermelo~Fraenkel érielmében.

Lassunk egy konkrét pdldédt: ha a T tulajdonsig =
férfi®, akkor alaphalmaznak nyugodtan vilaszhatjuk a
jelenleg €18 emberek halmazit {(ez, véges 1évén, biztosan
halmaz), és ebben a T tulajdonsig terjedelmdt alkotd f hal-

maz komplementuma nyilvan a ndkbdl 4116 n halmaz lesz.

PR———
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A matematikai tulajdonsdgoktdél eltérden, a gyakorlati élet-
ben vagy akidr a természettudoményokban fellépb tulajdonsig
—halmazok hatdrai a legritkébban élesek: dltaldban adddnak
olyan esetek, ahol nem tudjuk vildgosan elddnteni, hogy az
illetd egyed bir e a T tulajdonsiggal vagy sem. Az iménti
példanil meradva mindenki tudja, hogy vannak hermafroditék,
és még ha ezeket kitlsn osztdlyba sorolndnk is, alkkor is
lesznek him~  illetve nd-jellegii hermafroditak,stb.

A kbvetkezd 1épésben tehdt egy Osszshasonlitast veze-
tink be, vagy ami ugyanaz,attérink egy egyvdltozds reldcid-
ré1 egy kétviltozdsra: azt mondjuk, hogy pl. az egyik em-
per 'férfiasabb mint' a mésik. Az ilyen reldcidk szlkség-
képpen tranzitivak: feltehetd tehdt, hogy valamiféle rence-
zésrdl van szé.

Igen gyakren még egy lépéeus? lovdbb megylink és a kér-

déses jellemzd mennyisézérdl veszélink {szamszerisitjik a

kériédses fogalmat): a példinkndl maradva nyllvéan s nemi
kromoszdéméik szémét és arédnydt kell tekintetbe venni,

A fizika 1egt6bb fogalma {(héméraéklet, tomeg, sth.)
veldsziniileg dtment a folysmat legtdbb dllomésdn {(bér axz
elézményeket gyakran csak s nyelvhaszndlat tdrvényszeriisé-
geib8l lehet kiktvetkeztetni): mi a tovabbiakban klasszifi-

kédcids, Bsszehasonlitd, és mennyiséei jellegil koncepcidk-

rél beszélimk.® [Az utolsé két fokozatra gyakran haszndl-
j4k az ordindlis és kardindlis Seszehasonlitds elnevezése-
ket is: a mi terminoldégidnk Rudolf Carnap~tél széymazik
{Carnap, 1950).]

A mennyiségi koncepcidk &litsaldban igen hasznosan {(kil~
lonosen akkor, ha vildgos mérési eljards tarsul hozzajuk),

mivel & @zémszeril adatokkal sokksl jobban lehet dolgozni,miwl
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puszta rendezésekkel, vagy egyszerii besoroléassal. ¥ppen
ezért gyakran azémszerﬁsitenek olyan fogalmakat is, emelyek
mérése enyhén szélva gondokba iitkdzik: jé példa erre az
intelligenoia, amely a legidbb ember szemébsn csak igen
kevésré mzonosithatd az intelligenciahdnyagos (IQ) kllon-
v6z6 intelligencia~tesztek &ltal kimutatott értékével.

A probléma tehdt, amsllyel foglalkoznil kivanunk,a
xovetkez8: ha adott egy klassezilikdciés fogalom, milysn

feltételsk mellett lehet ezt szamszsriaiteni (mennyiségi

amely a durva osztdlyozdsndl mégis tObbet ad. (Kilondsen
égstd sz a probléma a humédn tudomdnyokban, ahol a hét

ko znapi nyelvbdl szédrmazd jelzbket ('szép', 'haladd’,
‘okos') minden kiilontsebb Svatossdg nélkiil hdbznil jak,

és a szabatosedgra vald toreksdésnsk éltaldban nyoma
sincs.)®[Bzek utdn nem tul meglspd, hogy a humén tudomé-
nyokban & tuddésok idejik jelsntds részét clyan vitdkra
fecsérlik, amelyek egymis meg nem értésébdl szdrmaznak:

s puszta szdéfacsardson alapuld “"céafolatok"-nak és "ellen-
bigzonyitdsok"-nak se szeri se szédma.)

Induljunk ki abbél a fsltevésbSl, hogy meg lehst adni
kxlasazifikdcidnk szémsgsriisitstt vdltozatdt, azaz s8lké~
gszithetd f: U 2 R fiiggvény (U az alaphalmazt jeldli)
oly mdédon, hogy a ndvekvd fiiggvényériékek annak felelnek
meg, hogy & széban forgé T tulajdonsig egyrs nagyobb mér-

tékben van jslen. Epy ilysn fliggvénybsl, egy kilsztnérték

alkalmae megvélasztdedval az sredeti klaeszifikdcid nagyja~
bél visszadllithaté (Hogyan?).
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Mi tobb, elkéezithetjilk f-hél a fogalom teaszehaeonl i~
$6 jellegi lmegfeleldjét is: ast mondjuk, hogy x 'inkdbb
T tulajdonségn’ mint y, ha £(x)> £(y), é8 fugyanannyira
P tulajdonségu’, ha f(x)=f(y). Ennek a rendezésnek meg van
sz & tulajdomséga, hogy teljes (trichotém): ¥xMy x 'T-md
mint' y; x 'ugyensnnyira T mint' y; x 'kevésbé T mint' y
kbzill pontosan az egyik teljesill, hiszen £(x) > £(y),
f(x)=f(y) és £(x){ £(y) kdzul is pontosan ag sgyik fog
teljeeiilni. Igy tehAt a szémezerisitésnek szilkeégen
feltétele az, hogy & kiinduldé fogelomhdl képzett Useze~
hagonlité reldcié tsljes legyen. Bz a feltétel lényegében
elégségsn ie: a gyakorlaton részletepen megtirgyaljuk, hogy
hogyan kell ezédmszerileiteni egy tulajdonadgot, és hogy
mikor érdemes.®[A lényegében itt azt jelenti. , hogy a szé~
hanforgé halmasz (szémosséga) nem tul nagy: mi itt és &lte~
1éﬁan olyen halmagzokkal foglalkozunk, amelyeknek elemei
egy~8gy megfeleltetésbe hozhaté a ezdmegyenee egy rész-
halmagéaval. ]

Léssunk egy példédt: az slephalmaz legyen az amhersk
halmaza, 68 8 fogalom pedig 'jé detektivregényirs’. Rogton
14thaté, hogy két iré nem feltétleniil dsszehesonlithatd:
lehet, hogy pl. az egyik raveaezabban épiti fal a torté-
retst, de a mdeik kevésbé irredlis figurdkat szerepeltet.
Hasonld a helyzet az okoesedggal, ha a szdét a hétkoznapi
értelemhen haszndl juk - a példdk a végleleneégig ezaporit~
hatdk. |

Az ilyesfajta reldcidkat nyilvdn nem lehet mennyieégi
mutatévd dtalakitani: ez azonban nem jelenti azt, hogy
ezek semmiféle strukturdval nem hirhatnak. Vizsgdljuk meg

réezlatesebben ezt az esetet: adotit egy U almphalmaz, éa
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azon egy tranzitiv, de nem fgltétlsnill trichotém relédcid.
He e reldcié szigoru ( < . tipmeu) akkor kiegéesitjik a
Deecartes-szérzat 8tléjédval, azaz s tovibbiaskban a reflexiv
és tranzitiv relécidkat (réezbenrendezéseket) vizsgaljuk.

A technikai nehézségek elkeriilése érdekében nem kii-
lénboztet jik meg az olyan elemeket, amelyek agyezerre af b-i
és bba~t teljesitik. Szabatosabban fogalmazva bevezet jlk
a kbvetkezd ekvivmlenoiareléciét: a~bé& afbnrbia (iga-
zoljuk, hogy » reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv!)
majd tekintjitk az ez 41tal meghatérozott ekvivalenciacez-
tdlyokat. (Mik ezek az osztdlyock, ha £ egy £ tipusu re-
14ci6b6l az 4116 hozsdaddsival keletkezett?): Bzeken az
osztdlyokon belill az elemeket a tovAabbiakban nem kiildn-
poztetjiik meg: az slaphalmaz helyett az annak ekvivalenw
cinosztdlyaibdl 41146 halmazt (kéeébb megindoklandd ters
minolégidval az \kd U.n. faktorhalmazt) vizegdljuk. Ennek
lemei k6zott im értelmezhetd a £ reldcid (pontosabban

annak /v u.n. faktora) a ktvetkezdképpen:

xé/\J Y & Jyen ,\Qqe!} hogy az eredeti halmazban \J &\

E Cefinicd érielmes, mert nem fiigg atidél, hogy a szb~
banforgd x és y ekvivalencisosztalyoknak mely elemelit
vettilk (Miért?), és 8 keletkezd éﬂv reléacid ie reflexiv
ée tranzitiv (Miért?), de nem feltétlenil trichotém.
Mi tobb, £/, entiezimmetrikus, ha aé/b ée b¢/a, akkor a= b is
{és nem csupdn a~ b) fenndll. (Miéri?),

A tovabbiakben tehdt elegendd reflexiv, tranzitiv és

sntiszimmetrikus reldcidkkal, roviden réezbenrendezdeskkel

jeloléet vezetink be az ilyen reldcidk komplementumédra is:
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erre a célra g Parhuzamosedg jele (¥, o1v., Usszehaeonm
lithatatlan) ezolgdl. Igy tehst réezbsnrendezésnél minden
elempirrg a< b , & >b ég ali b valamenyike biztosan telje~
ell, és kettd ezek koziil Csupan g = b eeetdn 411hat, Minde
82 indokolja, hogy szliksée esetdn tskintsik g ¢ ~bdél ag
atld elhagyisgival keletkesd « reldcidét je: hansulyozzuk
&zonban, hogy ad b~bG1 még nem Kbvetkezik a> b, (Hogyan
festenek ag eddig leirtak abban ou asatien, hg ¢ tipusu
relacidbdl indulunk, faktorizélunk, majd ismét 4ttépiinkg

< tipusy reldcidra?)

Eélda: Legyen U az egyndl nagyobﬁ természetes 8zémok hgle
Raza €e legyen a ¢ Y Je:oac =3 (azaz tekintsiy
a{[‘u.n. o8zthatdedgi relécivét). Bbben a hélmazban 24‘.-3,
de 2 > 3 genm teljesil, mivel 2\} 3.

Részbenrendszett halmazokban lehet tobp olyan elem
is, amindl nincsen nagyobb: ezsket haximdlis slemeknek hiye
Juk. (Az olyan elemeket, amelyeknél kissbh elem nincsen,
minimalis elemngk hivjuk), az el826 példdban nindsn prime

828m minim4lig elem, de nem létezik maximdlis elem. Két

ért?) ds P8rsze ugyanez 411 haximédlie elemekre is. Ha egy
&lem minden elemmel 6sszehasonlithat6, és minden elemndl £
akkor legkieebb elemnek n8vezzik: hasonld médon definigl~
Jik a legnagyobp elemet ig, { Hemy legnagyobb elem lehet

glem lehet €8y rrh-ban, hg van benne legnagyobb elam?
ég hény'miﬁimélis?)

Példp: tegyiik fel, hogy minden embernek van €LY U.n. pre~

ferenciarendezéee s Gmely megha&érozza, hogy sz illetd g
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vilag két &llapota kizil melyiket részeeiti eldényben.
(Ha ez & preferenciarsndezés szémszerisithets, akkor Jé-

Léti fluggvénynek hivjuk.) Minden ember olyan adllapot el-

érésére torekszik, amely preferenciarendezéedben a leg~
elSkel6bb helyen 811 (jéléti fligevényét maximalizdlja).
4 gyskorlathan agzonbsn azok az 4llapotok, amelyek egye-
seknek kedveznek, mésoknﬁgtrényoaak szoktak lenni: igen
valészinlitlen, hogy valamely 4llapot minden egyén szdmirs
optimalis lagyen. Ha mégie létezik ilyen allapot, szt a
térsadelom idedlis 4llapotdnak nevezzilk: az Seszitdrsaw
dalmi preferanciarendezésnek ez az slem (ha léfezik) 8
legnagyobb eleme.

Redlisabb feltevések mellett eokksl fontosabb enndl

azoknak az eeeteknek a vizegdlata, amelyek az Gsssthrsa-

dalmi rendezéeben maximdlisak: Parsto~optimumnak nevesziink
egy olyan dllapotot, amelyben senki nem keriilhet Jobb
helyzetbe anélkill, hogy mésok helyzetét rontand . *[&z—
zal a kérdéseel, hogy az egyéni preferenciarendesésekre,
& Pareto-optimdlie helyzetak hogyan kereshetdk meg, 82 Ul
J61éti kizgazdasdgtan (walfare economica) foglalkoszik:
az érdekldddkmek Arrow-Scitovsky (1969) ssbveggyiljtomé-
nyét ajénljuk.]

E definicidé pontosabban is kimondhatd haeznossdgi
fliggvények feltételezdse mellett: tegyiik fel, hogy a
tareadalomnak n tagja van, és mz i-dik tag a 0 .  Allae-
potot ui(o} hasznossdgunak itéli. Pareto-optimélisnak
nevezink egy ¢ d&llapotot, ha Zui(t) nem névelhetd anél-
kiil, hogy kbzben valemelyiku u; ne c¢sokkenjen, és opti-

mélisnak, ha Z\L{ (0 }Zui(d) minden 4 Allapotra teljesiil.
£ %
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Egy Pareto~optimdlis dllapot nem feltételneiil optimilie,
ée elképzebets, hogy a Sesztdreedglmi jéléti figg-
vény egyee emberek kdrdrs ndvelhets.

Bgy d allapotot Rawls értelemben igazségosnak neve-
zilnk, he min ui(d) maxindlis, ezaz, ha a tdreadalom leg~
rosszab helyszeti tagjdnak 35\€*i Tiggvénye ven maxi-
malizdlve. (Miért 'igazsdgos’ egy ilyen Allapot?)

(Innent6l kedzve az eldadds lényegében Fuche Algeb-
rajédt kbveti (mi az 1977-es kiadésra hiuatkozunk) e az
aldbbiakhan ceak az ott leirtaktdl valé eltéréseket sorol-
juk fel, éde iti{ ceupdn cimszavakat adunk].

fedés fogmlma (162 p.) hédlédiagrammok

legkisebb feled korlat, lnek, szsk egyérielmiisége (163 p.)
Ajénlatosnsk tartjuk ezekre & V 68 A jeleket haszndl-
ni (tehdt nem ) és () 1)

h4lék definicidja milveletekksl ill., réezbenrende~
zéesel, ezek ekvivalsncidja (164-165)

dualitds, szdmoldei ezabdlyok, részhildék (166)

bomomorfizmue, izomorfizmus, sgysdgelem, nullelem (167)

A hAlékkal azért foglalkosunk ilyen részletssen, msrt ezek
ezolgdltatjik (ugy véljik) az 6ra elsjén kitiizott provlé ~
ma megolddsdt: azt dllitjuk, hogy egy klaeezifikdcids foga-
lom (pl. 'okoe') tovdbbfejleeztéesbsl ezdrmazé Ssezehneon—
1ité koncepcidhoz (‘okosabd) az esetek nagy részében nem
csupdn egy részbenrendezési reldciét, hanem egy hélét ie
tudunk rendelni. Miért van ez? Maradjunk sz intelligsncia

p6ldd jandl.
Két ember intsllagencidjdnak 6eszehasonlitdiea &ltald-

bana ezébt litkdzik nehézségekbse, mert az intelligencia

i s
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soktényezde fogalom: szerepet jatszik benns a verbdlis
készség, a memlria, a kreativitds stdb., etb,

Ha ezeket killdn-kiiltn tekintjilk, akkor elképzelhetd,
hogy ez egyik ember az egyik tényezSben felillmilja & mési~
ket, mig & mésikban alul marad: csak akkor mondhatndnk
nyugodtan, hogy 'k okosabb p-nél', ha az intelligencidt
meghatdrozé csszee tényezdben kY p, és legaldbb egyben
¥>p is igaz.

Ugy tiunbet, hogy ez a megfigyelésiink semmivel eem
visz kOzslebb a probvléma megoldédsédhoz, hiszen minek alapw
jén mondjuk, hogy pl. 'k-nak jobb & memdridja mint p-nek'?
A memdria is soktényszds tulajdonsdg: kdztudott, hogy
olyan Usszetevéi mint pl. a szémmeméria, névmeméria, arce
meméria igen kevéssé mozognak egylitt: ugyansz elmondhatd
pl. a hang- és képi memdéridrél is. 5% mégha egy tényezd-
re, pl. a szammemdridra koncentrélunk, akkor is eldfor—
dulhat, hogy az u.n. rovide-, kbzép~ ill. hosszutdvu emld-
kezés srempontjdbdél egészen miskdépp viselkedd embereket
talélunk: kenek kivdld a rovid- és kdzdptavu szimmemdrid-
ja, de hossgutdvon pocsék, p-nek pedig forditva. Ha ez a
folyamat igy menne s végtelenségig, akkor természetesen
nem is tudnénk a részbenrendszés fogalmdn tulmenni: azt
&llitjuk azonban, hogy a gyakorlatban a folysmat el&bb—
utdob megakad -~ eljutunk olyan téﬁyezﬁkig amelyek sgzempornte
J&bdl mér bvérmely két egyed Osszehasonlithatd (az intelli-
gencianak egy ilyen tényezbje pl. a roévidtivu szémmenmd-
ria). ¥ [Bzzel a kérdéesel bSvebben az u.n. kisérleti
pszicholégia foglalkozik: az érdekldddknek FPiaget, PFraise,
Reuchlin (1967) miivét ajénljuk].

Ha tehdt a vizsgdlandé fogalmat sikerill olve. elemeiw
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re bontani, amelyekre nézve mir bdrmely két egyed Goszew
hasonlithatd, akkor a végss rendezédst ezek & léncok mar
meghatdrorzdk. (Hogyan?)

Hengsulyozzitk, hogy nem 411itjuk, hogy s humdn tudom
ményok teréletén megjelend vsszehasonlitd koncepcidk, mint
rendezések hdlészerliek, hanem csupan amnmyit, hogy ezek bow
agyazhatdk hdldba, pontosabban (késdbb megindoklandd ter—
minoldgidval) léncok direkt szorzatdba.

Ha &dottak az Ll"""Ln léncok, akkor a éi\“{ halmge
zon azt mondjuk, hogy (al,“...an)é (bl"""'bn)’ ha
a; é’ibi \ i=-re, ( 41 az i-ecik lanc rendezégédt jelen-
ti). Az ilﬂ@édon definidlt rendezés nyilvén halé:

Qg O AL b = (oaa k0 AR) < (miwia ) | Wi (o)
é8 hasonldan unidra

YRR VT { S T B CWENSRT T G RV CHE A IR AT )

Az olvasdra bizzuk az asszociativitds, kommutativitis,

idempotencia, és elnyeldsi tulajdonsdg leellendrzését.

Mi t6bb, az ilyen hdldk Ayilvén disztributivak, azaz
(@ukIac = Gaac)videne) i11etve (aAaIve 2 (v AV

Nem vélstlen, hogy az Gsszehasonlité jellegli koncep=
cidknek 'egy az egyben' megfelsld parcidlis rendezések
helyett e koncepcidknak disztributiv hdldékat igysksziink
megfeleltetni: mig ugyanis a parcidlis rendezésekrdl 1é-
nysgében semmi hasznosat nem lehet elmondani, a disgtri-
butiv haldk viselkedése (mint azt a kivetkezd eldaddsban

létni fogjuk) matematikailag igen j¢l leirnatd,
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8, Fléadde: Disztributiv hAldk, Boole~glgebralk

Nem minden rrh-nsk van legnagyobb eleme, s6t kbnnyid példadt
hozni olysn rrhe-ra, amelyiknek maximdlis eleme sincs: ilyen
pl. & természetes szémok N halmaza a szokdsos £ rende=
zésre nézve. Ez a halmaz egy lénc: vilégos tehat, hogy

maximadlis elem létezéséhez haeznos 'y haa & hal-

maz minden lénca tartalmasz maximilis elemet, A hires
Zorn~lemme szt mondia ki, hogy ez a feltétel elégséges:
Tétel: A kivdlasztisi axidmébdl kbvetkezik, hogy minden
olyan részbenrendezett halmaznak van maximglis eleme, amel

ber. minden lénc tartelmaz maximdlis elemet,

Bizonyitde: Lésd Halmos-Ziegler (1981) 64-66.p.

Megiegvzés: A Zorn-lemma valéjdban ekvivalens a kivdlaszw
t4dpi axidmival: abbbl a feltsvéabll kiindulve, hogy a
lemma konklugidia teljesiil, be lehet bizonylitani, a pre-
misazdt, azaz a kivdlasztédsl axidma 4ltal megkBvetelet
figgvény létezdeét - errdl blvebben ld. a gyaekorlaton.

A bizonyitéds azon a meglepd észravételen alapult,
hogy minden részbenrendezést helyettesithetitink halmazok
tartalmazisra vett réazbenrendezdedvel: felmeriil a kérdéas,
hogy igez-e haeonld dllitéds hdldk kozbtt is. Bddig nem
amlitettik, hogy a halmazelméleti v és A niveletek azi-
goru pifflouzamba 411ithaték a hiléelméleti U és (V mive-
letekkel~ az axidmidk tel jasiilését azonban tulajdonképpen
mér a mésodik gyakorlaton ellenériztiik. Tekintve, hogy
a halmazokbdl ilﬂ@édon keletkezd haldk (a2 w.n. halmaze
h&lék) ézﬁkségképpan dieztributivak, nem remélhetd, hogy
rl. ® vagy O ig halmazhdldéval lesz egyenértdkii, (mi-

ért?), ds kimondhetd a hiree
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Btone~féle reprezentdcids tétel: tetszllegee dieztributiv
héldé izomorf egy halmazhildval.

A bizonyitishoz azonban meg kell ismerkedilnk a héld~
elmélet két alapvetd fogelmdval, az idedllal és a filterw
rel (sziirdvel). [Innsntdl kezdve a tdrgyalde immét Puchs
Algebrijét (1977) kiveti,.]

179-182. p.: iemeretetésre keriil az idedl, f6idedl,
maximglis idedl ée primidedl fogalma (11l. ezek dudlisai)
belétjuk, hogy I primidedl&d L\ I (ultra)filter, és hogy
bdrmely két elem elvdlaszthatd prfgdaéllal. Ezek utdn ke~
ril sor a tétel bizonyitdsira (187~188) és ielsntéségének
ecsetelésére.

A halmazhidlékban temmészetesen bevezethetd a komplemen<
tum fogalma: ez adja az iiriigyet a Boole~algebrdk defini-
cigjéhoz. Belatjuk, hogy disztributiv hédldkban a kompl e-
mentum (ha létezik) egyérielmii, és teljeeiti & De Morgan~
agzonossdgokat (183). Az 6ra bsfejszéseképpen a Stene-té-
telt Boole~algebrékra ie bebizonyiijuk (188),.

{. Blémdds: Kiejeigntéskggkulua

Ismertetjik a kijslentéskalkulue ezintaxisdt (a lengyel és
ferditott lemgyel jelvléemddot is), és definidljuk az n
kijelentéssel generdlt szdalgebrit: megemlitjilkk, hogy ez
példa szabad Boole-slgebréra. A logikei konnektivumok
milvelei~jellegét hangsulyozva immertet jiik 8 szokdsos konnek-
tivumokat: killnbsen fontosnak tartjuk az implikicid de az
oksdg viszonydra vald kitérést. Bzek utdn egyre bbvebdb
ekvivalenciareldciékat vezetiink be a szdalgebriba {eldw-

Bzlr csak evts tvwe, ée az ez 4ltal kikényszeritett osz~
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tdlyok, 8tb.), addig smig el nem jutunk az 'akkor és csek
alkkkor’ jellegil ekvivalencidig.

Részletegen megtdrgyal juk, hogy miképpen lehet az
ilyen ekvivalencidt két szd kizott megdllapitani: meg-
mubtat juk ennek kapcsolatédt a (modus ponens~t hasznild)

bigonyitassal. Bevezetjik a modell (tetszdleges Boole~al~

gebra) é8 az interpretdcid (homomorfizmue) fogalmét: ismer~
tetjiik ugyane fogalmakat az elsdrendil prédikdtumkalkulue~
ra 18.

Foglelkozunk az axiduarendszer dltal generdlt ssziird,
1i1l. az e szerinti fakbtor vigsgdlatival is. Bz a tdrgya-
lds lényegében Halmos (1956) nyomdn halad, természeteeen
poliadikus algebrakrdl nem beszélink. Részletesen kitérink
azonban & szintaxis ée a ezemantike kapcsolatira és be-~
bizonyitjuk a kijelentéskalkulus teljessdgi tételédt: e
tétel ekvivalens formait (természeﬁesen bizonyitds ndlkil)
kimondhat juk a predikdtumkallkulus eeetdben is.

Ennél az anyagrésznél kuldnteen eldnydsnek érezsiik,
ha mindent amit csak lehet a hallgatésdg maga fedez fel:
éppen ezért azt javesoljuk, hogy a rendekezésre £116 harom
dra most az elejétdl gyakorlaﬁ?ellegﬁ legyen, és az ellw
add lehetéleg minél kevésbé menjen til & hallgatdésdg ve~

zetdadn.

Megiegyzés: Ennek az elbaddsnak a lehetedges menetét nagy~
ban befolydsolja, hogy a hallgatdsdg mennyire kezeli rutiw
nosan az eddlig megismert formalizmust. {(Remél jiik, hogy

& mindan gyakorlat végén iratott ropdolgoszatok errdl elég

vilégos képet fognak sdni). Amennyiben a hallgatdsic kelld

matematikal érettségrdl tesz tanubizonysdgot, akkor a kevésm
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bé szigoru tédrgyalédsméd is megengedhetd: ellenkezd eset-
ben meg kell elégednink a fent leirt anyaghdl csupin
annyingk az ismertetésédvel, amemnyi a rendelkezésre 4116

idé alatt teljes ezabsfossdggal leadhatd.

(S.Eléadés: 4 magasabbrendii predikdtumkselkulius

Az eldaddson is@ertetésre kerilnek a magasabbrendi nyel-
vek és strukturdk, a hozzdjuk kapcsolddd tipuselméletiel
egyetemben. 4 targyalds Robinson (1974) 2.6~2.7 pontjait
koveti.)

Hangeulyozzuk, hogy a 8, eldadds (ée minden negyed-
év zardeldaddsa) tartsldkeldadds: ez az anyagrész minden
kéroe kdvetkezmény nélkiil elhagyhatd, ha bédrmilyen le-
maradde van a tamtervhez képest, de akidr nagyobbszabgsu
zérthelyl dolgozat kedvéért is.

Amermryiben barmelyil elbadédson fenndll a veszélye,
hogy a hallgetdsigot elveszitjilk, a tartalékelSaddeck &
haladde Utemének mérséklése ériekében akir elére foldl-
dozhatdk, bdr a negyedév-hatirokat kividnatoenak tart juk
megdérizni. Mindez nem jelenti azt, hogy a tartalédkelda~
ddsok 1lényegtelenek: véleménylink szerint az ideutalt anyag-
réezek ismertetése rendlkiviil hasznoe, feltéve hogy & halle-

gatdsdg a tObbi anyagot rendesen érti.
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2,2 Mésodik negyedév: Struktburak

1. Bldadde: Metrilus terek

Kimond juk.a (etandard) valdées szémokat jellemzd axidmdkat,
abban a forméban, shogy azt Benk$§ (197%) 0.3a (231-~232)
teszefoglal ja: hangsulyozzuk, hogy R~ben minden korlatos
idedl féidedl, vagy egy slem hozzdvételével nzzd tebetd.
Korlédtos eeetben ez&ltal definidl juk valdée szédmhalmaz
infimumét és smprsmumdt, de nem vezet]jilk bs a ~%és +oe
'improprius’ elemekst.

Bzutidn a tédvoledg fogalméval foglalkozunk: a metrikus
terek bevezetésédvel mennyiasdgi értslmezdet adunk a tédvol~
sag koncepcidjénak. Mir itt megemlitjiik, hogy & mdsmodik
félévben 1) a valde szémok axidmdinak eleget tevdé halmaz
létezését (konetruktuv iton) be fogjuk bizonyitsni, 2) a
tavoledg fogalménak klasezifikdcids értelmezédedt is sza~
batosan meg fogjuk adni: ™ [Fincs médunk a tdvolsdg fo~-
ségtalen, hogy az uniform tersk ilymddon koénnyen intsr-
pretdlbatdak lsnnénsk.] két ezdm kozeli, ha killdnbeégiik

infinitézimédlis.

metrikue tér, éde definidljuk s diszkrét metrikdi ie. Killo~
sen fontoenak tartjuk, hogy a tdrgyaldet mdr az eldaddson
igen sok példa kimérje: ezsk kozil ie kiemsljiik s Hamming
tédvoledgot és & 99‘, (A %) w?(léa 1300 -glol Cesbieev

tavoledgot,
Ezek utdn bevezetjiilk az n dimenzide Buklidesz-~i teret
(egyelére ceupdn mint szdm-n-esek halmazdt), ée beldtjuk,

hogy ott az euklideszi tévoledg vdldban eseget tesz az
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axiémiknak., (Mar itt megprébalhatjuk bevezetni a vektoride
1is jslolésméd konvencidit, de ezt caak akkor ajanl juk,

na slére 1lathatd, hogy & gyakorlaton ennek gyskorlésira
ie lesz méd,) Definidljuk a 94 ée Yoo tdvoledgokat is
puklideszi térben: ezek eegitségével illuezirdljuk a
gombi kdrnyezet fogalmat,

Definidl juk a metrikus terek killonféle morfimmusait
és beldtjuk, hogy & folytonos leképezések C(@: ,\R?) ha) -
maza nem fiugg attdl, hogy i, j =1, 2, vagy & .

Beldtjuk tovébba, hogy a folytonosedg csupdn & kie t-
oktél figg, azaz a min( p,1) metrikira vetti fol ytonoe
fiiggvények egybeesnek a ¢ -ra vett folytonos flggvények~
‘kel. Ezek utdn definidl juk mstrikus tersk sltereit, és
(véges ssetben) direkt szorzatit ie.

Definidl juk egy halmaz kiils$, belsd,és hatdrpontjét,

1

snartetjiik a nyilt és z4rt halmazok alapvetl tulajdonsa~
gait, tovAbbd beldtjuk, hogy metrikus térben teljeeiilnek

a Kuratowski axidmék.

2.Bléadde: Analizis

(Hasznoenak itéljik, ha szt az eldaddst az analizis égairdél,
gzerepérél és torténetérdl ezdld rovid immertetde vezsti
be.) Megadjuk & sorozatok konvergens ill. Cauchy volténak
definicidjdt metrikus tesrekben, és beldtjuk, hogy konver-
gens =  Cauchy mindig igaz. Imssristjik a zdrt halma-
zokra ill. folytonos flgevényekre vonatkozdé Atviteli elvet
majd ratérink az R%-beli sorozatok vizsgélatédba.
Daefinidl juk ilyenek osszegét, szorzatat etb., msjd

igazol juk, hogy egy R"~ben Cauchy sorozat koordindtdnként
ie Cauchy, és viezont. Beldtjuk, hogy R-n zdrt skatulyidzott
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intervallumok metszete nem lres, és ebbdl nyerjik, hogy
R teljes, igy R" is az. Bsldtjuk, hogy R ~sn érvényes s
Bolzano~Wsierstrass tétsl, &s ezt fslhasznédljuk annsk az
igazolédséra, hogy R korléatos, zart részén értelmeseti
(valdés értékil) folytonos fiiggvény értékkészlete zdrt. EbbSL
mér adddik Weierstrass tétele és itt igazoljuk Bolzano
tételét is, Definidl juk az R-yR figgvények derivdlijit,
ég igazoljuk, hogy zdrt inte;;;ilumon folytonos fliggvé—
nyekre érvényes a kovetkezd 'kritikus pont' tétel: ha
f(c) extremélis, akkor ¢ vagy az intervallum végpont ja
vagy £'(c) nem definidlt vagy £'(c)=0.

Amermyiben agz 1dd megengedi, igen hasznosnak 14&-
juk zart intervallumok folytonos, de sehoﬂ%em differen-
cidlhaté fliggvény létszédsének igazolésdt is. Ez hirom
lépésben t6rténhet: 1) Baire-féle kategréia-tétel, 2) zirt
intervallumon folytonos fiiggvény egyenietesen folytonos,
és az ilyenek Qm,nre teljes teret alkotnsk, 3) Mazure
kiewicz~Banach tétele (azon figgvények A halmaza,
amelyelmek legaldbb egy pontban n-nel majordlhatdk a
kiilonbségi hényadosai, siiri komplementummal bir az eldzd

térben).

Hegjegyzés: Az eled két 1épés elvéguéaét akkor is igen
hasznoenak itéljilk, ha & harmadikra mdr nem keriilhet
sor: amennyiben csak egy tétel igazoldsira van méd, az

elbaddéra bizgilkk, hogy az 1) vagy 2) legyen.

3. Bibadés: Strukturdk

Eldgzlr a csoport fogalmdval ismertetjik meg a hallgatd-
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kat: az illusztrdcidként felhaszndlt (lehetéleg igen bé-
séges) példmanyeg kUzdtt lehetdleg 9zerepeljenek matrixe
~csoportok is. EBzutdn keriilhst sor az sgyviltozds és O-vil-
tozde (é€s dltaldban n-vdltozés) milveletek definidlésdra,

és mar itt értelmezzik a killed milvelet fogalmét is. Defi-
nidljuk g kommutativitdst ds az sgszociativitdst, és bevew
zetjik az algebrai strukturdk morfizmusait is. Ezutdn keriil-
het sor a monoid fogalmédngk ismertetésére: a hozoti péladk
k0z0tt szerepelje (sgyenldre csoport) sndomorfizmus-sono-
idja, és gzabad moncid is.

Az édltelénos struktura-fogalom ismertstése ubtan defie
nigljuk a részstrukturas és a kongruenciareldcid fogalmat:
1tt kerilnek ismertetésre a faktorstrukiturdk ¢s & homoe
morfia-tétel is. A gylri e %&est fogalménak ismertetdse
utén arz eddig megismert strukturdkban vald gzémolés sza~
bvalyait gyakoroljuk: itt keril sor a nomdlis részetruke
tura definiglésdra ig.

Ezek utdn & (kiiled) dirskt szorzat definicidjdt ad-
Juk, majd definidljuk a szokdsos kisdrdstrukiurdkat (End,
Aut, Con, 3Sub). Az elladds hétralevd részdében ez&¥ alap-
tulajdonsdgait ldtjuk be: az dre a topoldgiai és algebrai

lezdrdsi rendszerek Osszehasonlitésédban kulmindl.

Megiegyzés: Fontosnak tartjuk, hogy az eldaddsban bevege-

tésre keriilé strukturatipusok ne ad hoc médon kariil jenek

bevezetdsre: a definicidkat lehetdsédg szerint a hallgatd-
sag maga slkosss meg egy-egy probléms (pl. permutécidk)

vizsgalata sordn - a kigérd strukturdk vizsgilatdt is

ez motivalja (pl. gylirik, ming Abel~csoportock endomorfige

musgyirii).
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A, El8adéds: Véges sutomatsk

A formidlis nyelveket mint szabad monoid réezhalimazait
definiéljﬁk: igy természetesen értelmezhetbk az ezek koz-
$i milvelet is. Definidljuk a determinisztikus éa nemdeler—
minisztikus végee automatdikat, és beldtjuk ezek skvivalen-
cidjédt. Bnnek alepjén igazoljuk, hogy a reg&éris nyelvek
cealddja zdrt a szokdeoe miiveletekre, ide értve a véges
tranezducerek &ltal indukdlt leképezéeeket (gsm mappings)
is. Mdr itt definidldsra keriilnek a 3~as tipueu grammati-

ris nyelvekre vonatkozdé iteraciés tétel gegitedgével
belatjuk, hogy {anbn} nem reguldris, és bevezetjilk a
szintaktikai kongruencidt és a szintaktikai monoidot.
Leirjuk az egy betii feletti reguléris nyelveketi, é8 be-
lat juk Kleene tételét.

5. Eldpdan: Nyelvwianok

pefinidl juk az i~tipusu nyelvtanokat (i=0, 1, 2) é8 belat~
Juk, hbgy ezek (nem feltétlenil szigoru) hierarchidt al-
kotnak. Igaszoljuk, hogy a nem tnbedgynzdé kirnyezetfiiggeti—
len nyelvek reguldrissk, és belatjuk a Ghoﬁaky norméal-forma
tételt., A 1eveéetési fa fogalmit mér a kbrnyezetfiiggd eset
figyelembevételével iamertetjﬁk: igazoljuk a kdrnyezei-
fiiged és hosszuedgnovel§ gremmatikik ekvivalencidjatv és
okvetleniil kitérink az iires szé (torlési szabdlyok) ezere-
pére is.

fmennyiben az 148 megengedi, igazoljuk a Bar~Hillel
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lemmidt és beldt juk, hogy ez i,.‘ci,d tartalmazds vald-
di: mincerképren igazoljuk azonban (diagonalizdcids mnéd-
ezerrel) az &.< Lo tartalmszds valddi voltét, xegalkotw
Juk 8z eledrendil predikftumkalkulus nyelvét leiré grammna—
tikdt, és ha mz idS engedi, roviden beezélink Lindenmayer

ée ogyéb ujreirsd rendezerekrdl is.

Megjegyzég: Bz a témakdr igen szorosan dsszefonddott a

nyelvtudomdny generativ dgival, ennek ellendre ugy gon-
doljuk, hogy eldadasunkban az ilyen vonatkozésokra leg-—
feljebb utalni lehet. Ugy véljiik, hogy e kérddekior tdr-
gyaldea a nyelvészet eldaddsok kérédbe tartozik, ha azon-
ban valamilyen ok miatt ott nem keriilne erre aor, min-
denképpen javasoljuk a problematike proezemindriumi t4r-
gyalisdt, A témakor nagysigira vald tekintettel legeldnyd-
eebbnek azt latjuk, ha a hallgatdésdg a generativ gramme-
tika kérdéeeivel a matematikai ée leiré nyelvészeti eldis-
meretek megszerzdee lutdn, pl. mésodévben nem specidl-
kollégiumon, hanem a reguldris oktatdsbs rartoaé\(legalébb
két féléves) targy keretein beliil immerkedik meg.

64 Eléadée; Métrixezéa;ités

Eldezbr & linedris egysnletrendsmzer magoldasdnalk kilkii-
ezobbléses médszerdrdl beezdlink, mejd (ha eddig nem ke-
rilt rd sor) itt definidljuk a métrixokat is (mint széme-
tavlézatokat). A hangsuly nem a vektorterek elméletén, haw~
nem a wmatrixokkal vald szdmitde ezabdlyain van: bebizo-
nyitjuk, hogy az wyxw ~ee valés mitrixok gyuriit alkotnak,
és ebben s gyilriiben konkratizéljuk,“gyakoroljuk,és kiegé-

szitjlikk a gyliriikrdl eddig tanultakat: példdkat hozunk résgz-
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gyirire, (prim)idedlra, stb.

Kildn foglalkozunk métrixok blokkokra bontédsaval,
transzpondlt jdvael, és a vektoridlis jeloléasmdéddsl:
determindnsokrdl azonban csak akkor beszélink, ha a psr-
mutdcidk paritdsdval g hallgatésdg mér kordbban megismere
kedett, és az idd elegendd a determindnsok szorzdetételé~

nek bizonyitasdras is.

Megiepyzés: BAr mi személy ezerint ellene vagyunk, az

elbadd, ha Ugy itéli helyesnek, az elemi bdzistranszfor-

micidt is allithatja a tdrgyslds kozépppntjdba.

7. Blbéadds: Az dgazati kapcsolatok mérlege

Az elbadde a (nyilt, etatikue) Leontiev-modellt tédrgyalja
a kdvetkezd formdban: ha a j-edik termék egységnyi mennyi-
ségének elddllitdsdhoz az i-edik termékbSl tij 2 0 mennyi-
ségre van szlikedg, de a iw-edik termdékbil x =% gyértanalk,
akkor d.ﬁx El&‘i 3 marad killsd felhaszndldersa.

Ha tehat a (tlJ) technoldgial matrixot Twvel jelol-
Jik, d=(1-T)x, és ebbll a termelés egy adott ¢ kilsd
igény kielégitéséhez eziikséges X nivdja meghatdrozhatd.
A gazdas_sé.g rugalmas, ha \ d2¢ Fgro i"(\‘:ﬂ X

Ha az i-edik termék egységira p;» akkor a hozzdadott érték

Uy M"z- Ci,Mic A termelés profitdbilis, he YU20 9 ¢ 20

Arrendszer, hogy \[_a.(i-T)*‘\ . Belédtjuk, hogy a gaz-

dasag pontosan akkor rugalmas, ha profitdbilis (mindZattle

nek (I-T)—l} Q a szlikséges és elégséges feltétele),

és hogy ebben az esetben & nemzeti Jjovedelem megegyoui's

& nemzeti Osszetermékkel, azaz (v, x)=(p,d).
Megvizegdl juk, hogy hopy védltozngk = megolddaok, ha

-
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az igény (4) il1l. & hozzaadotd érték (v) vulamely kom—
ponensben megnd {csokken), de a tobbi komponensben nem
véltozik. Amennyiben az 166 megengedi, a munke mint 6

sghg bevezetésédvel zartid tesszik a modellt, ill. vala-
mely dinamilus valtozatat is megvizsgal juk. He erre nem nyi-
1ik méd, sziksédgesnek latjuk legalabbis a pékhild-tételt

(14, pl. Andorke~Dényi~Hartos (1967) ismertétni; mivel &

Jinamikus mocellek mellstt nem mehetiink el szd nélkiil.

Megiepyzés: Annak ellenére, hogy ma mér csak tudomany-
t5rténeti jelentésdége van, hasznosnsk tartanénk, ha =
klasszikus Marx-i ujiratermelési séma, mint kétszekboros
Ginemikus modell (az ujabb kutatdsok fényébsn)ismertst-
téare keriilne a proszsmindriumon, de leginkdbb a F@

eldadds keratében.

8, Bléadds

Erre az eldaddspea nem tilzink ki kiilon anyagot: az eldadd
déntémére, ill. a hallgatdk ércekldédésére bizzuk, hogy

mirdél legyen szdél.

Megjegyzés: A mésodik negyedév 1-2, 3, 4~5, és 6~T elda-
désai a negysdévet négy egységre bontjdk: a tartalékdra
felhaszndldsa ezek arédnyait mddosithatja. Javasoljuk,
hogy az elfmdhson ne uj anyag ismertetésére, hanem az
eddigiek (killondsen a 3. elbadds) elmélyitésére ill.
gyakorléasara keriil)on sor.

Ha ez eldadd idSzavarba kerillne, az elsd 5 eldadas

anyagenak alapos elsajatittatdasa érdekdében a linedris al-




inkdbb,mert semmiképp sem szereinénk, hogy egyes anyag-

régzek atesusszanak a kovetkezd £élévre.

2.3 Harmadik nyegedév: Szémok

1. Eldadds: Fldmmények

Ezen az elfaddson osszefoglaljuk (és ezilkeédg esetén kiegé-
ezit jik) azt 8 logikal és algebrai appardtuet, smelyre a
tovabbiakban szilkségiink leez. NMegtdrgyaljuk az (elsdren—
dil) predikdtumkalkulue és az elsbrendll struktura viszo-
nydt: definidl juk a kielégithetleédg, bizonyithatéedg,
ultrafilterekrdl és direkt szorzatrdél tanultakat. Be~
bizonyitjuk & prenex normidlforma tételt is.

Osszefoglaljuk a teetekrdl eddig tanultakat, és (egye-
1ére axiomatikusan) definialjuk B34 mint B bévitését.
Itt o térgyalds Keigler (1976b) 1lA-1B~t koveti {1-12),
ée ha az id6 megengedi, sor keriilhet 1C eleje (12-16)
ismertetésére ie., Hasznoenak tartandnk, ha az eldadist sz
infinitézimdlis szédmok térténetdnek ismertetdee vezetné

be.

2 Eléadés:‘ﬂemstandard aritmetika

Az elBadds az ultraszorzat konstrukeid ismertetésével kez~
a8dik: elkészitjik g&:“/&,ut és beldtjuk hogy a teljes induk-
cib axidéméja Sérvényes ré - s tovdbbiakban ezt tekintjuk w*-
nak% Igazoljuk a fos lemmdt, ¢és megmutatjuk hogy K@isler (1.976)
’Megoldés &xiéméjéfebbﬁl mar lényegében kovetkezik,

Ezutén a * természetes kiterjesztés vizsgélatdval fog~
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lalkozunk: megnézzilk hogy w miképpen van beégyazvat&*wba,
ds kildn figyelmet forditunk a kiils8 és belsd részhalmazok
fogalnénak vildgossd tételéres Beldtjuk a kivetkezd "tovabb-
terjedési™ tételeket: ha @c Sc W* belsd részhaluwaz, akkor
Jn€N*\N - n€l  ; hasonlban, ha WNNCSC W belss rész-
kmhmz,ammrBhENmeﬁ |

lnnen az el8adds Keisler (1976)1B* fejezetét kbveti, az-
zal a kilénbséggel, hogy mi nem R, hanem N szuperstrukturdi-
rél beszdélink, Usszességében az elBaddés anyaga 1éy egében
megegyezik az 18%-1p* fejerzetek anyagéval(}?-B?), bdr a sor-
rend megvélasztésa és az W-re vald szoritkozds a térgyaldst
nénileg egyszeribbd és a hallgatdk ellismereteihez jobban il-

leszkedfvé teszi.

megjegzzés: Mint az olvasdnak bizonydra feltiint, az Altalunk
valasztott prezentipid jellegzetes vondsa, hogy igyekszink a
magasabbrendii nyelvek haszndlatdét a tdrgyaléasbdl maximdlisan
kikilsz8bolni; a gyakorlat majd elddnti,hogy ez az elképzelé-
stink valbban annyira e€l8nyds-e didaktikalilag, mint gondol-
juk., Enrek az eljérédsnak kétsdgtelen elfuare, hogy kikertli
egyes, technikailag igen bonyolult tételek bizonyitésdt -
86t kimonddsdt is - mint pl. a wagasabbrendi elméletek kowm~
paktsdgi tétele, hétrinya viszont, hogy nem tudjuk a valds
szémok nem-standard modelljét kbzvetlenil megadni.
Természetesen nem tudjuk teljes egészében kikilssUbllni
a magasabbrendil axidmdikrs valdé hivatkozédst; mdéd nyilik azon-
ban arra, hogy az ilyenek hasandlatdt leszoritsuk a minimume
ra oly mbédon, hogy csupan a teljes indukeid axidémdjit kell-
jen kiildn kdrgyalni és innent8l kezdve a magasabbrendi nyel-
vi terhet egésuen a Dedekind-szeletekig a szamkdr felépitése

vigye.
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3, BlBadds: Valds szdmok

Ebben az eléadéSban a szdukor felépitésével foglalkozunk:
standard esetben ezt a folyamaiol a racionélis sz4moKkig pl.
Hall Partee (1978) 1Ei~1E4 fejezetei (24-27 p.) , a Dedekind-
szeletek képzését pedig pl. Rudin (1978) 1/Puigegeldk (27—30 Do)
irja le az 4ltalunk kdvetni kivéntuoz hasonld formdban.
Nem~standard esetben ennek az eljdrdsnak a £6 ellnye az,
hogy a mondd, galaxis, stb. fogalma természetes médon keriil
bevesetésre, €5 az infinitézimilisokkal vald szdmolds szabd-
lyai is adddnalk.

Mi tobb, ezdlial lehetdvé vélik anmak igazoldsa, hogy az
41talunk konstru#lt B bir windazokkal a tulajdonsdgokkal,
amelyeket Keisler (1976a) és kulvnssen Keisler (1976b)1a-1B

axiomaképpen e€l8ir a ‘"hiperredlis" szémokra (1-11 p.),

4.5, Bl8adds: Hemstandard analizis

Ezeken az el8addsokon megadjuk a konvergencia, folytonossig,
egyenletes folytonossdg, stb. a hagyomdnyossal ekvivalens de-
finicidit, és ezek felhaszndldsdval beldtjuk a standerd ana-
lizis egyes aXapvetd tételeit - lehet8leg amokat, amelyeket
az el8z6 negyedévben mir standard mddon igazoltunk.

A térgyalds Keisler {1976b) 3. és 5A fejezeteit kovetd
(73-88, illetve 103-158 P

Megiegyzés: Bér kivénatosnak tartjuk, hogy a neustandard anali-

zis az dltalunk javasolt mdédon keriljdn térgyaldsra, egydlta-
14n nem ragasszkodunk ahinoz,nogy Srérdél drira éppen azok a dol-

gok kertiljenek tdrgyaldsra, amiket fentebd leirtunk. Ez az



- 140 -

6t el8adds egy egységet alkot, és a fentiekben csupén a targga~

14s sorrendjére (és perssze a leadandd anyagra) kivintunk ja-

vaslatot tenni, tewpdjéra nem.

Ugy véljik,hogy az dltalunk 1-1 eldaddsra javasolt auyag-
részek nagyjdbdl egyforma sulyﬁak; ( kizdrdlag & 4. és 5. sdf-~
addsok kozstt nem voltunk képesek a hatdrt meghusni) de a gya-
korlati tapasztalatok ezen még sokat médosithatnak. Amennyi-
ben az egy elfadésra eléirt anyag a vértndl rovidebdb 146 alatt
is elvégezhetd, az elBadl ne habozzon dttérni a kivetkezs a-
nyagrésgre; egyedill azt tartjuk fontosnak,hogy ez a témakir
5t 6réndl tobvet semmiképpen ne emdsszen fel. A negyedévbil
hétralevd 3 elladdst nem kivénjuk erre a tdmakdrre aldozni, -
ugy véliik, az l.3. részben eldéggd megindokoltuk az intenzio-

ndlis logika oktatdsdnak szlikségességét,

bo~8. HlBadds: Moddlis logika, logikai szemantika

Elképzelésink szerint ennek a hérog elfaddsnak a tematikéjét.
a Montague-grammatika megértdésénez szilksépes elfismeretek al-
kotjdék: mindenképpen sziksdg van teudt a ) -kalkulus és egy -
fajta intenziondlis logika ismertetdsére és - amennyiben &
Keenan-Falz szemantika is sorra kertl - a Boole-algebrékrél
eddig szerzett ismeretek elmélyitésére is.

Tzen tulmenfen szonban nem akarjuk megkttni az elladd ke-
zét, anndl is kevésbé, mert itt mdr nemcsak s prezentdcios
méd, hanem a kivdlasztott anvag is nagyban fugg az elfadd e
kérdésekrdl vallott felfogasitdl és perszé a hallgatdsig be-
fogaddképessdgdtdl: ez utdvbirdl ugy gondoljuk, az eldaddnak
mér eldg vildgos képe lesz, mire idedr. A mindenképpen sziksé-
ges elBismeretek kordér6l pontos képet lehet kapni a Szabolesi

{1977)-ban emlitett alapvetd munkdk,ill. Keenan (1981) dttanul-
péanyozasdival.
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3. PELDAK, FELADATOK

3.1 EleS negyedéy

le Gyakoriat

Példidk a lehetetlensdgi tételhsz:

1. Harom szavezé (x,y,z) és hirom lehetfsdg (A,B,C)

Tegyik fel, hogy a szavatazok A{;B<L,C ; B¢, C<yA

C 4Ly AdyB

nopithatd sz a helyzet?

2. Harom ezavazé {x,y,z) ée négy lehetéség (A,B,C,D)

Tégyﬁk fel, hogy a ezavezatok A)yB:kqpkﬂ, ugyanugy

A%B)ﬂc >5D, végill c>tD)tA‘:;_B

Tekint eiik a? alkotményt: minden szavazatndl a jeloltek
kapnak (eorrsndben) 4,3,2,i1l 1 pontot ée B véged worrendet
a jeloltek OUsezpontezdama hatdrozza meg. Mennyire tessz
eleget P 82 1)....5) feltételeknek? Mi torténik, ha B
{akit az Geezes ezave2d rosezabnak kértékelt mint A~t) meg-
hal? El§fordulhat-e ilyen sset a gyakorlstban?

3. Belefér-e a lehstetlensdgi tdédtel hetékbrébe az az eeet,
amikor a vélaeztdk rangsoroclva, vagy pl. részvénytSke pzew
rint eulyosva vannak? Miért? Belefér e az az eeet, ami-

kor az alkotmény csak bizonyos szavazdk véleményét veszi
egyaltalan figyelembe?

Feladatok & lshetetlensédgi tételhesz:
l. Kiterjeeztheté~e a tétel arra az seetre, amikor a eza~

vazdktdl nem ezigoru (£ tipusu) eorbasdllitédst, hanem
& tipusu rendezéet védrunk sl? Hogy néz ki ekkor egy

ezavezt?
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5. A tétel létezdlag érdektelen abban az eeetben, ha
minden szavazd csupidn az 8ltala legjobbnak tartott lehe~
t888grél nyilvédnithat véleményt (klasezikue szavezas).
Igaz marsd-e ez a abban az esetben is, he megenged jiik,
hogy & szavazék koalicidkat alkoesanek {pl. partokat
slapiteanak, ahol az egyéneket a partfegyelem mar bi-
gonyos ezavazat leaddsira kényszeriti)? Mi a helyzel
elntkvdlaeztasnil, és mi a hslyzet parlamenti vdlasz-
tdeokndl, ahol egyszerre az orezig eok kérzetdben 1ép
fel korzeitenként tobb jeloli?
3, Két lehetlség eeetén a Klasszikus szavazat, és a sor-
veAllitdsos szevazaet ugyanannyi informécidt hordoz, ée
5 vilasztie elddntésére nem tiinik jobdb lehetlség a tobb-
ségi elv érvényesitésénél (tekintslink el a dontetlen
lehet8edgétdl, vagy egyezeriien tételeszgilk fel, hogy péis
ratlan sok szavazd van). Ennek alapjéd pl. négy jelolt
A,B,C,D kozott donthetiink keétszeri azavazgeeal

1.) A vagy B illetve ¢ vagy D7

2.) A fennmsradé két jelolt kozil valaeztunk.
Ez a rendszer akirhdny jeldlt esetén szidmos valtozatban
alkalmazhaté. Kérdés: fiigghet—e a végeredmény "Ugyrendi
dontéeektdl, azaz attél, hogy pl. az elsé kérdést eset-
leg nem 1.) formédjdban, hanem

1.)' A vagy C illetve B vagy D forméajéban tesezikk fel?

PAldék & predikatumkalkulus szintaxisdhoz:
1. Atomi formglék—e az slabbiak? (Példak)
2, J61 formdlt formuldk—e az aldbblak (Féldék)

3. Mikor mondhatjuk, hogy két zardjel pdrban 4117 Hogyan

tud juk megkeresni egy zérdjel parjat?
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4. Hogyan definidlhatd a részformula? Hogyan definidlhatd
egy kvantor hatdkore?

5. Bpy formuldt x~ben zdrinak nevegzink, ha minden benne
gzarepldé x egy kvantor hatéktreben &11, ellenkezd eset-—
ben azt mondjuk, hogy a formula z-ben nyitett (ha tartale
maz egyaltalan x-—et.) Hozzunk példit mindkét esetre (konke
rét nyelveken) és értelmezziik a két lehetdséget.

6. Adjunk meg egy, a valds szamok leirdsira alkalmas

nyelvet.

Feladatok a predikétumkalkulus szintsxigahoz:

1. Trjuk fel részletesen az elfaddson ismeretett jdiformdlt-
ghe-ellenbrzd algoritmus harmadik pontjidt.

2. Adjunk algoritmust azon jélformélt formuldk elkiiloni-

tésére, amelyek minden valtozdjukban zartak.

tdrgyaldsdrs alkalmas nyelvet.

2., Gyakorliat

1. Az unid képzés az Ordn sdott definicidjat (és semmi mést)
felhaszndlva igazoljuk e mivelet kOvetkezd tulajdonsdgait:
1. 8vg = 4

2. A\ B =B A (kommutativitéds)

3. (AV B}V C = A U (BUYC) (asszgociativitds)

4, AV A = & {(idempotencia)

5. ACB pontosan akkor ha AVE = B

Mely torvényszeriiségeknek tesz ezek kozliil az Gsszeadds
miitvelete eleget? Nevezhetyjik-e f-t ennek alapjén a hale-

mezelmélet zérusdnak?

2, Adjunk az unidaxidéméval, pdrhuzamos definicidt egy




- 144 -

nelmaz metszetének, és definidljuk A B-t ennek segitsé-
gével. Igazoljuk ebbdl a ktovetkezd dllitésokat:

1. AQg= g

5, ANB = BN A {kommutativités)

3. (AAB)N C= AN(BAC) (asszociativitas)

4. ANA = A idempotencis

5. AC B pontosan skkor, ha ANB = A

WMely toérvényszeriiségeknek tesz ezek kizil a szorzédg mie
velete eleget? Nevezhetjiik e f-t ennek alapjén s halmas-
elmélet zérusanak?

3. Megin@okolh&téwe az eddigiek alapjan, hogy az sgyesi-
tée mitveletét halmazok Oeszeasddsdnak, a metszet mivele-
tét pedig halmazok.szorzéasansk is nevezik? Miért nem for—
ditva®?

4. Milyen tbrvényszeriségek kotik Ossze az unid és g met-
szet miveleteket? Van-e ezeknek megfeleld jilk a szémok
¥orében?

5. Mint tudjuk, minden a halmazhoz tartozik egy tulgi~
dongdg, t.i. x€a, és [IF 6] biztositje, hogy snmnsk
forditotia is minden slaphalmagzon teljesiiljén. Definidle
juk ennek alapjdn egy halmaz egy alaphalmazra vonatkouzd
komplementumat, és igazoljuk s kibveitkezl jAllitédsokat:
1.) &=A ; @= alaphalmaz; alaphalmaz=f§

2.)ANA=f ; AVE= alaphalmaz

3.)AC B pontosan akkor, ha A1 B

4.)m = AV B ' AUB = AN (De Morgan tdrvények)

6, Definidljuk két halmaz killonbségét adott alaphalmasz

mellett Ugy, mint AN Bi= ANB . ?ﬁennyire fliggetlenithetd

ez a definicid az slaphalmaz vilasztdsdtsl?
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7. Igazoljuk, hogy 1.) ACB pontosan akkor, ha AN B=g
2.) AN(ANB)=ANB, AM(BN C)=(ANABI\ (ANC)

Feladatok:

1. Sziikség venwe a metszet-axidmira? Definidlhaté~e egy hal-
maz metezete e nélkiil is? Igazoljuk, hogy alkalmae mei-
gzetdefinicé esetén a metszetaxidma eziikadgképpen teljesiil,
igy tebit & halmazelmélet tételének tekinthetd.

2. A gyakorlatokban megismert torvényszeriiedgek mellett,

még szémos egyéb haeonld azonossig érvényesiil: irjunk

fel tiz ilyen és bizonyitsilkk be Gket.

Bér tulajdonképpen minden halmaz halmazokbdl All,
szokds halmazok helmazait halmazrendszerekhek vagy hal-
mazcsalddoknak hivni, és jeloléelikre irott betitt haaznal-

ni.

Dafinicid: $ '{B {olvasd: J\, durvébb.B‘w-nél, vagyB fino-
mabb & ~ndl), ha ¥x x€d %35 \%68 A \QCJ)

A moet kovetkezd felsdatok ezzsl a reldcidval foglalkoznak.
3. Igaz—e, hogy 0“-3 esetén&{ﬁ ? Igaz e megforditva?

4. He ceupdn egy alaphalmaz réezhalmazaibdl 4116 halmaz-—
rendszerekre szoritkozunk, igez-e, hogy az alaphalmaz?
tartalmaszd esalédok durvibban az osszes tobbinél? Igaz-—e
hogy az Ures halmazt tartalmazdé cealddok finomabbak &z

ssezes t6bbinél? Mi itt az alaphalmaz szerepe?

5. Milyen tulajdonsigai vannak a 4 relécibénak?

Definicid: 3\»8 (olvasds § ekvivalsne B ~v8l}, ha

323 s BLA

6. Vannak—e skvivelens halmazrendgzersk, ha kikot juk, hogy
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7. Milyen tulajdonsdgai vannak & ~ reldcidnak?

e Gyakorlat

A reldacié fogalmédnak halmazelméleti modellje alapvetd
fontosedgu nem csupédn a jelen tananyag, banem  bédrmilyen
matematikai terillet elsajatitésiban: éppen ezért rend-
kiviill fontoe, hogy ezt a fogalmat a hallgetdk vildgosan
gitd gyakorlatok megvilasztdsdt a gyakorlatvezetdre biz-
zuk: bdeégss példaanyag taldlhaté t6bbek kbzt Bagyinezkiné
~Csbrgé-Gyapfae (1981), Speranza (1980), Halmos-Sieglsr
(1981), Maurer~Virdg (1972) miiveiben, de akdr az eddig
ismertetéers kerlilt anyagrészben is. Ha snnek az anysg-
résznek az alsajdtitden a ?é;iél gyorsabban megy (pl.
mert a hallgaték 'uj matematikit' tanultak az éltaldnos
iskoléaban) akkor sor keriilhst killonféle feladatolk meg-
olddsdra is: az alabb felsorolt feledatok ez eléaddeban
ismertstett anyagot teszik teljeeebbé.

Faladatolcy

1. Egészitsiik ki (4s lehetSnég szsrint formalizdljuk) az
osztdlyfelbontds~tétsl bizonyitdsdt.

2. A halmazelmélstben a reldcidk balmazok: milyen értelmet
tudunk tuléjdonitani az unié, metszet, killonbsdg, és kompe-
komplementum miiveleteinek reldcidk kBzot:?

3. Igazoljuk, hogy ba R a-n reflexiv, sntiszimmetrikue, tran-
zivit és trichotdém relédcid ( £ tipueu rendszés), akkor R

irrefleriv, tranzitiv és sgzigoruan trichotdm, tehdt minden

% 68 y elemre x=y xRy és YEX k6zil mindiz pontoean az egyik
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less igaz. Igaz-e hasonld eredmény ha részbenrendezésbdl
hagyjuk el az A116%7

4. A ~ ekvivalenciareldcidt a { részbenrendezés segii-
ségével definidltiuk: 4ltalanosithatlé-e ez az eljards tet-
szdleges részbenrendezdsre?

5., Az eldadéson iemertebtett hat reldcidtulajdonsag (szim~s
metria, antiszimmetria, tranzitivitais, reflexivitéds, irreflexi-
vitds, trichotdémia) teljesitlése ill. nem teljesiilése sze-
rint a reldcidkat elvileg 64 kategdéridba sorolhatjuk.
(Miért?) Bz a szém 48-ra csikken, ha figyelembe vesszilk,
hogy semmilyen ;elécié nem lehet egyszerre reflexiv és
irreflexiv. Valdjdban ez a 48 lehetdsédg sem fordulhat eld
mind: ha pl. egy relédcidé szimmetrikus, antiszimaetrikus,
és trichotém, akkor méir csupan az identitds lehet, és igy
nyilvén szlikeégképpen reflexiv és trangitiv is. Vizsgdl-
juk meg gzisztematikusan, hogy milyen lehetlségek fordule
hatnak e1d egydltalan, és ezek kiozill melyek hatdrozzdk meg
egyértelmilen az adott csoportba tartozd reldacidt. A fennw~
maradd nyilt osztalyok {(tehdt azok, amelyniuie’t T0%b, mint
ggy eleme van) kozil melyeknek adtunk nevet az sldladdson?
Milyen nevet lehetne adni & tobbi osztéalynsk? Van—~e még
olyan relédcidtulajdonsdg, amelyet érdemes lenne a fenii
hathoz hasonkdan névvel elldtni? WMilyen tovabbi megkilon-

boztetéssket tesz(tiek) ez{ek) a tulajdonsdg(ok) lehetdvé?

4. Gvakoriat

A negyeddk eldadds anyaga igen nehezen emészthetd: éppen
ezert a flggvény és a mivelet fogalmainak gyskorldsidt ké-
sdbbre halasztjult. Az aldbb ismertetett gyakorlatok tulaj~

Gonképpen nind feladatszintiek: ugy véljilk azonmban, hogy
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a hallgatésbdg az eddigiek sorén mar kelld matematikai éreti-
ségre tett szert megoldaeukhoz. Ha ez nem igy lenne, fel-
tétleniil szikséges konzulitdcids éra beikiatdsa {vagy az ok
tatds Utemdnek mie médon valé méreéklése).

1. Definidljuk az \) ée N miiveleteket tetezdleges index-
helmazra. Milyen térvényezeriiségeknek tesznek ezek eleget?
2. hefinidljuk a direkt szorzatot tetszdleges incexhalmaz-—
ra. Hogyan értelmezheték a direkt szorzat elemei?

3. Mit mond & kivdleeztaei axiéma az (41taldnos) direkt
ezorzat elemeirdl?

4. Bgboziteik ki az W 1létezését megmutatd bizonyitést!
Ad junk példdt olyan [ZF 12]~nek elgget tevé ¢ haelmazra,
amelynek W valddi része.

5. Igazoljuk, hogy W ﬁ}g@gﬁ x elemének van megelézlje

(F wivételével), szaz ¥ d4vew dyew ¢ x=yvlu}
Beyértelmii~e a megeldzd elem?

64 Elképzelheté “e¢, hogyw valamely elemébll végtelen le-
8281146 lédnc indul? Fligg-e ez a regularitdsi axidmatdl?

T« Elképzelhetd-e hogy w -t nem msriti ki {Qﬁ1,2,§!1--.l
Re tudndnk bizonylitani az ellenkezdjét? o

8. Mit jelent az, hogy ' veges '? Végeeek-e W elem919

) AW wea)
9, Bizonyitsuk be, hogy :i }a 'ihzésﬁz“"
g

10, A regularitisi axidméval kapcsolastoe a k ovetkezd para
doxon: smennyiben a regulsritdesi axidmiét nem kotjiik ki,
leeznek (lehetnek) olyan halmazok, amelyek nem jél1 fundal-
tak, azaz van olyan elemilk, amelynek van olyan eleme, amely-
nek van olysn eleme, amelynek van olyan elems, stb. ... Te-
hit végtelen leszdlld léncot tartalmaznak. Tekintelik azonban

a2 jol funddlt halmazok helmazédt: jelsljik est Gwvel. Ha G

J61 funddlt, ekkor GE€ G, tehdt G nem jé1 funddlt, mivel
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ves+JEGEGEGCEGEG végltelen leezdlld lénc.

Ha azonban G nem 61 fundédlt, skkor van olyan G aleme,
amelynek van olyan Gl eleme eths sevs
Bkkor tehdt G, maga sem j6é1l fundélt, tehdt nem lehetne G
eleme, ellentmondéds.
Feloldhatd~e a paradoxon a regularitdsi axidma megkivete~
lée nélkiil? Krvényes-e hasonld paradoxon a nem jél fundalt
halmazok halmazira?

Definidlhaté~e a jél funddlisdig fogalma s terméezetee
sgdmokra valé hivatkozdés nélkill? Hogyan definidljuk a
Jjél fundéltsdgot akkor, ha a definicidban hivatkozhatunk
& természetes ezdmokra®?
11. Jétezhatnak-e szerepet halmazok konstrudldséban az
olyan axiémédk, amelyek nem valamely halmaz létezéeét ko
vetelik meg? (Ilyenek pl. [ZF 1]....[%P 3]) Ha igen, hogyan,

ha nem, midrt?

e Gyakorlat

1. Gyakoroljuk a figgvény fTogalmdt! (Példdk blséggel taldl
haték Bagyinszkiné-Cedrgd-Gyapjae (1981), Halmos-Siegler
{1981), Speranza (1980), Maurer-Virdg (1972) milveiben).

2. Temételjilk el a :Q/N, konstrukcid elkéezitéedt ndhény
konkrét példén.

3. Adjunk pé1ddt olyan rrh (részbelrendezett halmaz)ra, a-

melyben 25y minimélie és tﬁggwmaximélie, egy minimélis és
egy maximdlie, .... elem van.

4. & majordlde a polinomok kbzétt rrr: p¢ qé Nx WO £ orx)
Van~e az y=x €ée y= -x polinomoknak kizde felsd korldtja?

Van~e az y=x és y= —-x polinomoknak lsgkisebb kozds felsé
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xorlitja? Van-e tetszélegee polinomoknak kvads aled (fel-

a8) korlétje? H4lét alkotnak~e a polinomok a majordidera,
mint részbenrsndezésre nézve? _

A polinomok P halmaza nyilvén bedgyezhaté ( a £ reldcidk
megtartisival) a figgvények F halmazdaba mint héléba, 86t

akir a folytonos figgvények C helmaziba is. C nyllvén réssz
rdléja F-nek. (Miért?) Van-e C-nél szilkebdb, P elemeit tartal~
mazé hdlé? Dieztributivak-e a szdbanforgd halék?

¥gladatok:

1. A hémérséklst, srd, tomeg, toltée, ellendllée stb. a
fizika jsllegzetes mennyiségi fogaimai: viselkedéeilk azon-
ban szédmos ponton sltérd. Mik ezek a pontok, ée milyen
kritériumokat lehet leszilrni ebbSl a teljes rendezéeck
szémezeriisitésére nézve?

2. A kbzgazdasdgtanban iddrél~iddre jéléti figgvényrdl,
ill. preferenciarsndezéerdl beszélnek: prdébdljuk meg e
preferenciarendezést befolydsold tényszdket meghatirozni,
és fejtsitk ki részletesebben az intelligencidt meghatirozd
tényezbket is. Mindkét példdndl toreksdjiink tel jesedgre!
3. Elképzelbeté~s a Pareto-optimumndl jobdb helyzet, smely
nem optim&lis? Elképzelhetd~e hogy egy Rawlo-~igazsigos
helyzet nem Parsto-optimdlis, vagy forditva? Elképzshetd-~e
hogy egy rendszerben egyiltsldn nincs Pareto-optimilis,
ill. Rawls-igazsigos Allepot? Hozzon szémszeril példédkat
lehetSleg mindl kevesebd egyént és alternativat tartalmazd
modellekben.

Minden példdt egy olyan tablézatbhan (méirixban) irjunk
fel, ahol az i~edik sor Jj-edik eleme aszt fejesl ki, hogy

az i~edlk egyén mennyire elégedett & j~edik é.llapottal:‘[ﬂ n{\ik(,z)
A |
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6. Gyakorlat

1. Bizonyitsuk be a kivdlasztédsi exidma, a Hausdorff-féle
maximalitdsi elv és s Zorn-lemma egyenértéiiizégét (Halmos~
Siegler, 66.p.)

A disztiributiv hdldk és a Bogle-algebrdk rutinos is
merete a tovdbbiakhoz elgngedhetetlen: az ennek megszer—
zéuéhesz szilikséges gyakorlatok kivédlasztiasdt a gyskorlat-
vezetdre bigzuk. Példak blségesen teldlhatdk Fuchs Algebra-
jédvan (196.p.) és8 Bagyinszkiné-Gsorgd-CGyapjas (1981) pél-
dataravan (103.p.} és a legtobb algebrakinyvben. & késébbiek-
re vald tekintettel fontos IF véges és covéges résszhalmazai
nak xaldéira, kllvndsen pedig az utdbbiak 4ltal generdls
ultraszlivdre killon is kitérni. Bizonyitsuk be azt is, hogy
Boole~Algebraban pontosan azok a filterek ultrafilterelk,
zmelyek minden elemhez vagy &t vagy a komplementumdt tar—

talmazzdlk.

78, Gyakoriat

J.2 HMasodik negvedéyv

4z elsd két elladds anyagdhoz nagyszamu gyakorlat talédlhat
Rudin (1978) 53~56.p. és Speranza (1980) 177-17%9.p. mitvei~

ben.

1. Adjunk ujszerll példédt olyan hdléra, smelyben a) van
olyan halmaz, amelynek nincsen sgyesitése {(metszete), b)

minden ideadl fdéidedl. Milyen kombindeidi képzmelhetdk el e

két tulajdonsdgnak? £s ha feltessszilk, hogy a hdld egyben
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Boole~glgebrs 1is?

2. Jelslje V(0 az XD raciondlis ezém sz4mléléjaban
és nevezbjében is eléforduld 2 tényezdk szdmanak kiilonb-
ségét. Igazoljuk, hogy g(!;tg) = 1\!(!1‘.—‘3\) gleget tesz g
tédvolsdg axidméinak, feltéve hogy 3(";*) ~at O-ként de-
finidljuk. Milyen hasonld eredmény mondhatd ki, ha 2 helyett
3-gt tennénk? Es ha 4—et?

3. Ha & metrikus tér axidméi kozlil nem kdveteljik meg,

hogy ?UQ)‘-‘Q =2 Y=Y fenndlljon, akkor u.n. fél-
metrikus terst kapunk: hozzunk példdt olyan félmetrikus
térre, amelyik nem metrikus tér! Melyek marsdnak érvény-
ben az eldaddson tdrgyalt tételek kiozil félmetrikus terek-—
re? Igazoljuk, hogy g(%l Y20 ekvivalenciareldcid félmetrie
kus tereken, &dt az is igaz, hogy ez amekvivalencia kom-
patibilis ? ~val, azaz ha XXX, Ay =Y, 0ker j)()t%):_guﬂg,‘)
Wi torténik, ha faktorizdlunk &« szerint?

4. Vizsgdljuk meg, hogy egy metrikus tér nyilt (=d4rt) alte-
reiben mely részhalmazok lesznek nyiltak ill. zdrtak.

Paladatok:

1. Igazoljuk, hegy ha (M,¢§ ) (fél)metrikus tér, akkor
" Ii ;‘%- ) ie az, és ldssuk be, hogy a folytonos figg=
vények ﬁgyanazok‘. Mi az az informécid, amitl ’Tg'g meglriz
S)-bél? Mi az az informdcid, amelyet min(l,g ) Oriz meg?
Mi a viszony a kettd kSzett?

2. Ha adottak az (Mi,g;) metrikus terek, (i eW ), és

tudjuk, bogy ¥iew Wx,yeM; 9iluy) €4

gkkor definidlni tudjuk a “_ﬁ; metrikus teret. Hogyan? Meny-
Tew

nyire lesz ez a szorzat figgetlen a tényezdk sorrendjétsl?

3. Adhaté~e értelem a negativ szdmmal kifejezett tdvolsig-
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nak? Hogyan médosulndnak a (fél)meirikus tér axidmai? Mi az
8. legélﬁalénoaabb eset, amikor ez megiehetd?

4, A metrikus térbeli "giémb" definicidja olyan volt, hogy
a) cask a 9 metrikéra tamasszkodott

b) 2 és 3 dimenzids euklideszi térben hiven tikrovzie a
gomb geometriai fogalmat.

Definidlhaté-e az egyenes vagy més geometriai slakzatl

hasonldé mddon?

2a ankarlat

Az elsdé gyakorlatndl emlitett tankbnyvi példdkon kiviil
elsdsorban a hatirértékkel vald szémoldsi készség kialakiw
tdsdt eldsegitd példik megolddsa s cél: ilyenek bdséggel
taldlhatdk Rudin emlitett miivének 87-91., 107-110., és
122-128.p. és szinte minden analizis tanktnyvben, ideéri-
ve Keisler (1976m)~t is.
1. Bgy fiR- R figgvényre azt mondjuk, hogy eleget tesz a
hogy &z ilyen fiiggvények I konkrét ériékétsl figgetleniil
folytonosak, sft egyenletesen folytonosak. Ha L <1 akkor
azt mond juk, hogy f koﬁtrakeié.(uiért?)

Az ilyenekmek ag u.n. Picard-Banach tétel agerint van
fixpontja, azaz JceR : =)o)
Bizonyitsuk meg a Picard~Banach tételt! Milyen feltételek_
mellett d1taldnoaithatd a tétel metrikua terskre?
2., Bizonyitsuk be a kibvetkezd fixpont~tételt: ha f a
[0,1] intervallumot olymdédon képezi folytonosan Snmagé-
ra, hogy £(0)=1l és £({1)=0, akkor R 0Lc<A + C=4(c)
3. Igazolja, hogy ( 91 metrika melletti) euklideasi tér

két gimbjének & metszete ha nem iiree, akkor tartalmaz gimbdst.
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Igaz~e haeonld dllitds a ¢, ¢z §u metrikix eeetén? Igaz-s
tetazdleges metrikus térben?

Feladatok:

1. Rgy X halmazrendszert rédcsnak nevesiink, ha & A9 dd sk
és 96 R Jred ke XAy . Igazoljs, hogy a) egy lénc min-
dig récs, b) tetzzdlages metrikus tér tetszdleges x pontjit
2 belsejlixben tartalmazd halmaszok K(x) rendssere rdcs alt
filter (neve & pont kibrnyesstssziirije).

2. Alkossdk az r halmazt agz {&h\ue&.ﬂserezat n~nél nagyobb
indexii tagjai: igasolja, hogy ¥, \weN} , melyet az
8,~hez rendelt sorozatrdcenak hivunk, valéban rdcs. Igazol-
ja, hogy anéb akkor éa csak akkor 411, ha XK(b) durvdbdb

a sorozathoz tartosd sorozatrécsndl. Igaz s ez az 4llités
R°~ben? Igaz ® tetnzllegss metrikue térben? Definidlhatié~s
ennsgk alapjan récs hatdrértéke®?

32 Gyaskorlat

Az eldaddson tdrgyaldsra kerild anyagrész jellegs miatt
az a leghelyeeebb, ha gz a gyakorlat egységet alkot axz
eléaddasal, és hdrom drédn &% a példamegoldds é€s bizonyités
véltja egymést. Eppen ezért erre a gyskorlatra nem tiiziink
ki xilon feladatokat minédl tobb eredmény ismertetésére ke-
ril sor wugy, hogy azokat a hallgatdk maguk fedezik fel,
annal jobb,

A legttbb algebra~tankonyv (pl. Puchs 1977) igen sok

a témakbrbe vagd példédt és feladatot tartalmaz: megemlit-

jik még ezen kivil Speranza (1980), Naurer~Virdg (1972) és
Bagyinszkiné-Csbrgd-Gyapjas (1981) kbnyvét ill. példatdérst is.
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4, Gyakorlat

A gyakorlat egy részét még a 3. eldadds anyaganak gyakor-
lésdra szénjuk: a hdtralevd iddben véges automatdkkal kap-
csolatos feladatokat oldunk meg. Ilyenek béséggel taldlha~
t6k pl. Hall: Partee (1978) vagy Salomaa (1973) kOnyveiben
- ezek az 5. gyakorlathoz is jél hasznélhéték.

Atvezetésképpen a véges sutomaték mint unér algebrik
tédrgyalbatdk, kilondsen akkor, ha az eldzd drai répdolgo-
gat tanulsdga szerint a 3. elladds anyagét a hallgatdk
alaposan elsajatitotték,

5e Gvakorlat

vald rutin megszerzése: éppen ezért az idﬁ-iegﬁagyobb
részét konkrét nyelvekre vald nyelvianok irdsa t61ti ki.

Az 1d6 fenmmarasdd réezében szd lehet az ig. {iZ 3) csaléddok
miitveleti zartsagdrdl, ill. az enmek vigsgdlatdhoz szilk-

géges haladottabb tételekrdl is.
Peladatok:

1. Adjunk olyan slgoritmust, amely tetszdleges reguliris
grammatikdrdl és o szdrdél elddnti, hogy a grammatika
general ja-8 a kérdéses szdt.

2. Adjunk olyan algoritmust, amsly tetszdleges a) krnyew
zetfilggetlen, b) kbrnyezetfiggd grammatikdrdl ds o szé-

rél elddnti, hogy a grammatika generdlja-e a kérdédses szét.
3.* Adhaté-e ilyen algoritmus C-tipusu grammatikira?
4. Adjunk olyan algoritmust, amely tetszéleges reguldris/

kﬁrnyezetfﬁggetlen/*kérnyazetfﬁggé/0~tipusu gramnatikdardl
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eldgnti, hogy general-e egydltaldn valamit.

5. Adjunk olyan algoritmust, amely tetszlleges reguliris/
kbrnyezetfﬁggetlen/*kﬁrnyezetfﬁggé/bwtipuau grammat il
rél eldtnti, hogy végtelen sok szlt generdlee.

6.0vakorlat

4 gyakorlat célja a médtrixokkal veld lszédmoldsi rutin
mggezerzése: erre alkalmas gyakorld feladatok bdséggel
talédlhatdk Géspdr (1971) példatdrdban, é€e Altaldban a
legtobb linearis algebrdval foglalkozd tankbnyvben. Amennyi~
ben az eldadd mégis az elemi bazistranszformicid koré

épiti fel az eldaddst, smiikségesnek 1édtjuk, hogy a 2X2-es
{3x3~ag) médtrixok, mint a aik (tér) geomstriai transz-

formécidi is targysldsra és gyakorldera kerill jenesk.

Feladatok:

1. Miért nem érdemss matrixok szorzatdt . E}K} e [ﬂl tﬁ]
~vel definiélni?™Miért érdemes az [Aﬁ] E; {;} Eﬁ]
definioidt védlessztani?

2. A DPlokkokrse bontott métrixokksl szerzett tapasztalatok
slapjén;dolgozzuk ki tstszdleges gylirii feletti (négyzetes)
métrixok elméletét.,

3. Mit tudunk elmondani az olyan métrixek GL{n,p) halma-
z4rél, amelyek elemei mod p meradékoeztdlyok? Mi 4ltaldno-

sithaté mindebbdl test feletti métrixgylrikre?

o O oriet

1. Ha & j~edik termék elS4llitéséra az i-edik termékbél Yy
darabra van sziiksédg, akkor ezeket az adatokat egy K métrix-
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ban, &z u.n. kdzvetlen raforditdeck métrixdban tintet-
het jilk fel, Bz a midtrix mindig bédromeszdg-midtrixezd per—~
mutdlhatd (miért?), tehét nilpotens (Miért?). Hogy ha-
tdrozhatdé meg K~bdl ag a T métrix, amelynek t'ij eleme
as j-edik termék elddllitdeihoz felhapzndlt i-edik ter~
mék gmmmmennyiségét méri (tehdt beszémitje a kbzbenss ter~
mékként felhaszndldera keriilé menmyiséget is)? Hogyan
hatédrozhatd meg T ismeretében K? Hiromezdg-métrix—e 717
Nilpotens—~e T? Ennek a problémakirnek ill. a statikus
Leontiev-modellnek gyskorlédsdra kivdldan alkalmasak a
Gdspdr (1971) 4. fejezetében taldlhatd példsk.

FPeladatok:

1. Tegytk fel, hogy a tdreadalom rendelkezésére 4116
téke 8 t-edik generdcidban Ky 2 ebbél az adott generd-

cié c,~t elfogyaszt, és a kivetkezd generdcidnak cl.(Kg'C{.,)
jut. (Ha sohasem nydlnsk a tékéhez, nyilvén Ky =o*¥,)
Feitehetjik, hogy &> 1.

Tsgylik fel, hogy mindegyik generdécid magiévd teszi a
Rawla-_féle igazsigossigli elvet, és hogy jéléte n enjdt
¢, fogymeztdsival plusz gyermskei ¢y, TogYaesztdsdnak

§ ~szorosival ardnyos (feltehetd, hogy g<1). Hegya:i
fognak alakulni a ¢, fogyasztdsok és K¢ tékéx? Mi van,
ha az unoldkat is beeszémitjuk, azaz a wtacg* Bl rBiC
fliggvény t~beli minimumdnak maximalizdlésdra toreksziink?
Es ha minden generdciét beszémitunk? Bs ha mér a gyerme-
kelckel sem torBdiink? Mi van ha nem kdtjik ki, hogy « > 1
ba g ¢ 17

%L

boldogedghoz juttat minket, & pénzkiadds btromet hoz, és
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a pénzbeszerzés (munka) kellemetlenséggel jar. Tétslezzik
fel tovibbh,hogy & rendelkeszésilnkre 4116 { £ B) tdke munka
nélkil is kamatozik, é8 tel jee bevételilnk s befektetett
munkénk és tSkénk monoton {(pl. linedris) figgvénye.
Mekkora réazét érdemes ennek a jovedelemnek féretenni
ha az egész életinkre kjutd oromit kivinjuk maximalizil~-
ni éag feltesszilk, hogy 6rokké éliink. Mi torténik skkor,
ha véges T varhatdé élettartamot téfeleziink fel, ill. akkor
ha a . boldogsédgnak nincs B felsd korldédtja? Prdbal junk meg

mind dimzkrét mind folytonos iddvel dolgozd modellt késziteni.

g, Gyakorlat

Erre s gyaskorlatra nem tlizink ki kiillon pélidkat vagy fel-

adatokat: 1d. a nyolcadik eldladasnal telt megjiegyzést .

3.3 Harmalik negyedéy

1. Gyvakorliatl

B gyakorlat menetét (csakigy mint az elladdsét) a hallga~
tésdg tudédsszintje hatdrozza meg: elsddleges célunk a to-
vabbiakhoz szlikséges logikai appardtus haszndlatdt rutine
szeriivé tenni.

Kiléndsen fontosnak tartjuk, hogy a belsd modell fo-

galma legaldbb a gyakorlaton ismertetésre keriljtn: példs-
ként az euklideszi és Bolysi~geometridt, ill. s Boole-al-
gebrék és Boole-gyliriik egymédsban készitett modelljeit ajénl-

juk, ez kutébbit lehetdleg feladatsorozat formdjdban feldol-
20V,
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2. Gyakorlat

A gyakorlat célja elsdsorban az mfban valé kszédmoldsi ru-

tin elsajititésa: erre igen alkalmasak a Keisler-(1976a)

3o lfefezetében taldlhatd példdk (esetleg médositott val~
tozatal). Amennyiben a hallgatdsignak nincsenek nehézségei

az elfadédson leadott anyaggal, mdéd nyilik arra, hogy a kérdés-
kort egy mésik olcalrdl is megkdzelitsiik: feladatsorozat
formdjaban kituzhets az elsdrendit elméletek kompakbtsigi té-
tele, é€s erre vald hivatkozdssal immertethebd Zailgler (1976D)

2, Cyakorlat

A gyakorlat célja az infinitézimdlisokkal vald szamolds
szabdlyainak begyakoraltatdsa: erre kivdldan alkalmasalk
a2 Kelsler (1976a) 1. fejezetében taldhatd példdk. Rend—

wivil hasznos, ha nmegolddsra kerilnek sz alidbbi

Falaltatbok:

1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sn’gg;gg szémsorozat elemei
min kisebbek valemely mé 8ondl ¥ n € {~re, akkor e WN*\IN
nogy ¥w<k-ra s, is kisebb m-nél.

2. bBizonyitsuk be, hogy ha egy 8, belsd szamsorozatb -elemedi

a O x6rili monddba esnek Y wé&MN-re , akkor Il e WA \N

hogy Nwé N ~ray, 8. is Non{(O)~bn esik.

I

4-~H, Gyskorlat

A gyakorlat céljae az infinitézimdlis kalkulus felhasznildsa

]

a BEoKLsos

[

anclizigs-feladiatok megolddsira: pelcdle béségsel

Az -
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talalhatdk Keisler (1976a) tanktnyvében.

6~-8. Gyakorlat

Mmennyiben az intenziondlis logika appardtusat a hallga-
tésdg rutinosan haszndlja, sor keriilhet az episztemikus,
deontikus és egyédb moddlis logikai -kalkulusok kiépi-

tégére is.
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4, ITRODALOM

AUDORYKA Re - LANYT D. - NARTCS B.: Dinamikus népgazcasdgl

motellek. Xézgazlasdgi és Jogi Konyvkiadd, 1957. 441 p.

4 Leontiev-modell targysalasanil e konyv 2.1.3 fejemetdre
is témaszkodunk: a kozgazdaségtani modellek irdnt ériek-

1648 olvasd ebben z muben igen sokféle modellre taldl-

hat példédt.

ARROW, K.I.: A difficulty in the concept of social welfare.
=he Journal of Political Economy. 58. 1950. 328~-348.p.

& lehetetlenségl tétel elsd bizonyitdsa: ez a ikl meg~
taldlhatd ARROW-BCITOVSKY (1969)-ben is. A témakorrdl
magyar nyelven 14, ARROW {1979) eldszavat (12—15.9.);
ez a bizonyitast nem irja le.

Kiegészitésképpen TULLOCK (1959) cikkét ajdnljuk: =z nenm

igényel matematikal el8ismereteket.

ARRCW, H.I. = SCITOVSKY, T.: Heafings in welfare economics.

London, Allen and Unwin, 196%. 734 p.

T szovegsyljteményt o jé1éti ktzgsudagédetan irvédnt drdak-
16¢é olvasénak sjénljuk: ez itt taldlhatdéd (&dltaldban igen

mases szinvonall) cikkek egy része azonban anyagunkon
tulmend anelizisbeli és linedris algebrai eléismeretekst

tételez fel. Egyik feladatunkat Frank P. Ramsey: A
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ARROW, K.I.: Bgyensuly és dontés. Kozgaziasigl és Jogi
"onyvkiadd, 1979, 411 p.

Bzt s cikkgyliteményt o kiggazlasdghban irant ércekldcd
olvasdnak agjénljuk: felhivjuk aszonban a figyelmet arra,
hogy mig egyes cikkek egzydltaldn nem igényelnek matema-
tikal =llképzettsdget, mdsok megértéséhez az ansliszis, =z
linedris algebra és s valbsginiiségszdmitds tananyagunkon
messze tulmend ismeretére van szikség. Beyik feladatunkat
"Az igazsagos megtakaritds Kawls-féle elve" c. cikkre

alapoztuk (177-190.p.)

BAGYINSZEINE OROSZ A. — CSCRGS P. - QYAPJAS F.: Péliatér =
bevezetd fejezetek a matematika ¢. targyhoz. (Jegyuet.)
Ternkonyvkiadd, 1981. 124 p.

B példatar 1., 2., 6. és 7. fejezete igen jiél hasznalhatd

tananyagunk egyes fejezeteinek begyakorldsihoz.

gaEks, I.: A topologia elemei. Xolozsvar, Dacia, 197%.

201 p.

Ez a konyv. késziléshez igen JO1 hasznidlhatd: az 1. feje-
zet a metrikus terekrél, a O. fejezet (flgegeldk) pedig a
halmazokrdl, rendezésrdl és szdmokrdl tanultak nagy ré-

szét foglalja Ussze és egésziti ki renckiviil tombr formé-

ban. IErre a konyvre mind s jeltlések tekintetében, mind

a felépités megvilasstisiban szédmos ponton tdmeszkodtunk.
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CARNAP, R.: lLogioal foundations of probability. Univerw
sity of Chicago Press, 1950. 613 p.

Az 5. elfaddsban Carnap'az 1. fejezetben kifejtett egyes
gondolataira ténanzkoduak: e fejeset elolvasdsdt minden
" hallgatének ajénljuk. |

COURANT, R. - ROBBINS, M.: Mi a matematika? Gondolat, 1966.
510 P

Ez a klagezikus matematikai beveszetés (smely csupén a
kizépiskolai tananyag ismeretét tételezi fel) kitiinden
kiegéeziti az dltalunk térgyalt anyagot: kidlénisen az
ganalizie é8 a geometria irdnt érdekldddknek ajanl juk.

DURCAN, I.: Bevezetés a komplex fiiggvénytanba. MWiiezaki Kiaw
aé, 1974. 287 p.

B ktnyv eled fejezele igen slkalmas & metrikus terekrdl
tanultak gyakorléséra és kiegészitésére: & tovibbi feje-
zsteket azonban csupdn ax snalizis irdnt komolyabban ér-
deklddd hallgatdknak ajdnl juk,

FUCHS, L.: Algebra. (Jegyzet.) Tankbnyvkiadd, 1977. 269 p.

Az 5.6, eléamddsban nagy mértékben téamaszkodtunk e mi 6,

fejezetére: tananysgunk ezen kivill csupan sz 1. fejezetet
fedl le. Az algebra irdnt érdeklddd hallgatdénak azonban e
konyv tovibbi tanulmédnyozédsdt ajdnljuk elsdsorban.
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FUTG I. - SZEREDI P.: PROLOG-kézikbnyv. Ssémoldgép, 1977.

1-2.k. 123 p.

A PROLOG ¥jelvili programozdsi nyelv teljee ismertetéee,
sok példdval.

GASPAR L.: Linedris algebra példatér., Tankdnyvkisdé, 1971. 266 p.

Dordrecht, Reidel, 1978. 242 p.

Ezt 8 kBnyvet aszoknak ajénljuk a vizsgéra vald késziilée-
hez, akik szeretik a részletezd leirdst és a sok példét:
ar elad félévben lényegédben a kinyv egése anyaga tdrgya-
léera keriil.

HALMOS, P.R.: The besic concepte of algebraic logic.
=American Mathematical Monthly. 53. 1956, 363-387.p.

E cikk gondolatmenetére témaezkodunk a kijelentdéekalkulus
tdrgyaldedndl: az érdekldds olvaed itt a predildtumkal-
kulue hasenlé felépitését is megtaldlhatja.

HAIMOS, P.R, = SIEGLER, L.G.: Elemi halmagzelmélet - hal-
mazelméleti feladstok. Milezaki Kiadé, 1981. 199 p.

E konyv elad tizenhat fejezetének elolvasdsdt, és a hozzé-
juk kapcsolddd feladatok megolddsat minden hallgaténak
ajdnljuk: a halmazelméleti ismereteiket elmélyiteni vdagydk
pedig haszonnal tanulminyozhatjak a tobbi fejezetet is.
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HARRIS, Z.5.: Sturctural linguistics. University of
Chicago Press, 1950. 384 p.

A deskriptiv nyelvészet médszertandt.tdrgyald, alapvetd
jelentéségii nunka (eredeti cime: Methods in structural
linguistice): elolvasdsit minden nyelvészet irdnt érdek-

1846 hallgatdnak ajénl juk.

KEENAN, G.L.: A boolean approach to semantics.
=GROGNENDIJK,J.A. G, ~ JANSSCN, T.M.U. - STOKHOF, M.B.I,
(szerk.): Formal methods in the study of language. I-II.
Amsterdam, Mathematical Céntre Tracts. 13%. 1981, 343~

380.p.

A Montague-grammatika ismertetésénédl nagy mértékben ti-

maszkodtunk erre a cikkre.

KETSLER, H.d.: Elementary calculus. Boston, Prindle, Weber .
and Schmidt, 1976. 880, 61 »p.

Az analizis irdnt érdeklddd hallgaténak elsSsorban ezt a
tankdnyvet ajénljuk; mivel ez a hagyoményos és a nsmstandard
megktzelitést padrhuzasmosan tdrgyalja, és nsm igényel o185~
ismereteket. Az §ltalunk tdrgyalt anyag nem megy til e
kényv elsé hérom fejezstén: az itt talalhaté példdk gyakor-
ldsra kivaldan hasznialhaték.
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KBISLER, H.J.: Poundations of infinitesimal caleulus,
Boston, Prindle, Websr and Scimidt, 1976. 214 p.

Taniri eegédkényv Keisler (1976a)~hoz: olvasdsa (fSképp
algebrai}) elSismareteket igénysl. A tananyag kialaki-
tésdban killonbsen az ;ﬂ*, 2A,és 3A-C fejezetekrs témaez-
kod tunk.

A kibernetika klesszikueai. /Vilogatott tanulmdnyok/.

Azok széméra, akik a gépek formdlis elmélete mightt meg-
nizédé "klasszikus" elképzslésskre kivédcsiak, alapvetd
olvamedny lshet Neumann J., Turing, Wilkee ée Shanno

cikke.

LABOS E.: Természetes ée mesterségse:értelem. Magvetd,
1979. 148 p.

Tudoményps—ismeratterjeezté mii az absztrakt gépfogalom és
az emberi értelem kapcaolatérél. Elolvasdsa segitheti
a "Gépek” témakir megéritését éa egyben illusztrdlje ie azt,

LAKATOS, I.: Biztonyitéeok és cdfolatok. Gondolat, 1981.
293 p.

Ezt a kinyvet s matematika médezsrtane irdnt érdekléds

hallgatdéknak ajénl juk.
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MANNA, Z.: Programozdselmélet. Miiszaki Kiadé, 1981. 479 p.

A kiezdmithatésdggal, i1l. a Turing gépek killonbizé meg-
kozelitéeeivel Toglalkozé 1. fejezet elolvasdsdt ajanl-
juk elsésorban.

MAURER, I.Cy. - VIRAG I.: A reldcidelmélet elemei. Koloze~
vir, Dacia, 1972. 79 p.

B kbnyvecske anyagit tanterviink teljes mériékben lefedi:
éppen ezért elolvasdsdt minden hallgaténak ajénl juk.

MAURER I.Cy. ~ VIRAC I,: Revszetde a strukturdk elméleté-

be. Kolozsvar, Dacia, 1976. 315 p.

Ebben a milben az 4ltalunk haszndlt definicidk igen nagy
része Gssze van gyiljtve: a 6, fejezet é€s 8.7-8.1% kivé-
tglével lényegében az sgész itt leirt anyag térgyaldsra
keriil. Tomdr stilusa és dttekintheid felépitése miatt e
ktnyvet killntsen ajinljuk a vizsgdrae vald készilléshesz.

NEUMANN, J.: A szdmolégép és az agy. Gondolat, 1972. 134 p.

a formal izmusok megértéséhez nem ad esgitséget.
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NIEVERGELT, J. -~ PARRAR, J.C. - RRINGOLD, E.M.: Matema-
tikai problémdk megolddsainask szémitdgépes mdédszerei.
Miiszaki Kiadé, 1977. 264 p.

A "Mire képssek a gépek és mire nem®” c. fejezet egyfaj~
ta adalék a "Gépek"” témakorhdz.

PIAGET, J. ~ FRAISSE, P, - REVCHLIN, M.: A kisérleti
pszicholégia médszarei, Akadémiai Kiadd, 1967. 262 p.

Bzt a kinyvet (ée killtndsen a 4. fejszetet) azoimak ajéni-~
juk, akiket érdsksl az empirikus tények és az absztrakt
modgllek kdzti kapcsolat problémasikdja.

POLYA Gy. - SZRGS 'G.: Felmdatok és tételek az analizis

korébél, 1-2.k. Tankinyvkiadd, 1980-81. 426 + 492 p,

Az analizis e klasszikus példatirdnak tanulmdnyozdsit
csupdn azoknak ajdnljuk, akik a témakbrben mér megsze—
rezték a szilkeégee alapismereteket, tehdt pl. Keisler
(1976a) vagy Rudin (1978) miivei mellstt pl. Duncan (1974)
konyvét is olvastik.

RENYI A.: Bisldégueok a matematikdrél. Akadémiai Kiadd,
1966. 163 p.

A matematika filozéfidja irdnt érdek1dds hallgatdknak

ajanljuk ezt a kdnyvet.

R L T
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ROBINSON, A.: Non-standard analysis. North-Holland, 1974.
293 p.

A nemstandard analizis el80 monografikus feldolgozdsa:
tombrsége miatt a felkésziilésben kevéssé haszndlhatd, és
az érdekl6ds hallgatdénak inkabb Keisler (1976a)-t ajénljuk
arra, hogy e témakbrben ismereteit tovdbbfejlessze. Logi-
ka tananyagunk nagy részét azonban kitiinden tsszefoglal-

Jjédk a 2.1. ...2.4, (2.6-2.7) fejezetek, és igen hasuznos

ROGERS, H.dr.: Theory of recursive functions and effective

computability. McGraw~Hill, 1967. 482 p.

A vevezetf, valamint a rekurziv fliggvényekrdl sz4814 elsd
és a megoldhatatlan problémiakkel foglalkozd masodik fe-
jezet j1 érthetd és kicsit réeszletesedbb tdrgyalisa a

tananyag megfeleld fejezeteinek.

RUDIN, W.: A matematikai analizis alapjai. Migzaki Kiadd,
1978. 356 p.

Ez az (eldismereteket nem igényld) tankényv nem tédrgyalja
az infinitézimdlisokat: ez elsd 6t fejezetbSl azonban az

olvasd az dltalunk leadott anysgon jéval tUlmend ismere-—

teket szerezhet,
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SALOMAA, A.: Formal languages. New York, Academic Press,
1973. 322 p.

A tananyag e témsba vdgd részét e konyv 1.-—5. és 9, ré-
szel lefedik: az érdekddd olvasd azonban ennél jéval
tovabb mehet, mert a kidnyv nem tételez fel semmilyen eld-

ismeretet.

SROW, C.,P.: The two cultures and the scientific revolution.

(The Rede loctures). Oxford, University Press, 1959.

A human- és redltudomdnyck elszakaddsdnak problémdjit

{(tudtunkkal) elsdként elemzd eldadéds.

SPERANZA, F.: Reldcidk és strukturdk. Tankonyvkiads,
1880. 218 D

A tananyag tartalmazza az 5. és T1~7.2 fejezetek kivéte—
1ével e kbnyv teljes anyagdt: tanulményozdea (és a ki-
z0lt nagyszdmi példa megolddsa) a Félévi vizsgdra vald

késziilléshez komoly segitséget adhat.

SZABOLCST A.: WMegjegyzések a Montague-grammatikirdl.
=Nyelvtudomdnyi XKozlemények. 79. (1977). 157-175.p.

A Wontague-grammatikdnak ma mdér hatalmas irodalma van: s

témakor irdnt érdekléddknek édrdemes ezzel a kitling bibliom

grafial tdjékoztatdst add bevezeidvel kezdenie.
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TRAKHTENBROT, B.A.: Algoritmusok és absztrakt automatak.

Miszaki Kiadé, 1978.

Az algoritmus fogalmdrdl és a Turing-gdp programozésé~
ré1 8z6lé fejezeteinek megdrtését tobb konkrét pélédval

segiti.

TULLOCK,G. -+ Problems of majority veting.

= The Journal of Political Economy. 67. (1959). 571-579.p.

Ez a cikk megtaldlhatd Arrow-~Scitovsky (1969)~ben is, shol
a kérdéssel még szdmos tovdbbil tanulmény foglalkozik: ezek
azonban tananyagunkon tUlmend matematikai eldismereteket

igényelnek.

VARGA L.: Rendszerprogramok elmélete és gyakorlata. Akadé-
miai Kiadds, 1978. 567 p.

A nyelvek és automatik kapcsolatdt tdrgyald 1.6 és 1.7 fe-
jezetet ajdnljuk, de a szédmitdgép felépitésdvel kapcsola-
tos ismeretek kiegészitésére a tobbi fejezet bevezetd ré-

szei gzintén hasznosak leheinek.
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VINOGRADOV, I.M.: A azédmelmélet alapjal. Tankonyvkiadd,
19%0. 171 p.

Bzt a knyvet a természetles szamok irdant érdek18dd hall-
gatéknak ajénljuk: bar tananyagukhoz szigorlan véve
semmi koze nincs, az 1. és 3. fejezetek 4ttanulminyozisa
feltétleniil hozzdjarul a rendezési~ és kongruenciarela-
cidkrél tanultak jobb megértéséhez.




